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INTRODUCTION

On attend d’un logiciel de calcul formel généraliste qu’il permette d’évaluer a grande
précision les expressions mathématiques qu’il manipule. Cela comprend en particulier les
fonctions élémentaires sin, cos, exp, log, arctan, etc., les fonctions spéciales usuelles, notam-
ment en physique mathématique, comme la fonction I', les fonctions de Bessel et de Hankel,
d’ Airy, de Whittaker, la fonction W de Lambert, les intégrales de Fresnel... Actuellement, des
logiciels comme Maple, Mathematica ou Maxima disposent de ces fonctionnalités d’évalua-
tion numérique, mais utilisent du code spécialisé, écrit a la main, pour « chaque » fonction.
Ainsi, Maple 10 reconnait plus de 120 fonctions transcendantes, et posseéde autant de sous-
routines de evalf, d’efficacité variable, pour en calculer des approximations.

Or des algorithmes relativement simples permettent en principe de traiter de facon uni-
fiée de larges classes de fonctions spéciales, sans perdre grand-chose du point de vue de la
complexité algorithmique par rapport a des méthodes plus ad hoc. Cependant, en pratique,
ces algorithmes ont principalement été considérés comme des « recettes » pour fabriquer des
routines numériques spécialisées. Il est naturel de chercher a faire produire ces routines par
un programme, de facon entierement automatisée, a partir d’une spécification la plus 1égere
possible de la fonction a évaluer.

Ce document est une version modifiée (qui vise a corriger un certain nombre d’erreurs et a
clarifier quelques passages par rapport a la « version 1.0 » soumise au jury) du rapport du tra-
vail effectué sous la direction de Bruno Salvy durant mon stage de deuxiéme année de master,
au sein de I’équipe Algo de I’Inria Rocquencourt. Le sujet s’inscrivait dans cette probléma-
tique. Plus précisément, je me suis concentré sur 1’évaluation efficace a grande précision des
fonctions holonomes par scindage binaire.

Efficace s’entend ici aussi bien asymptotiquement qu’en pratique, et par rapport a la taille
du résultat, c’est-a-dire au nombre de chiffres demandés. De ce point de vue, les méthodes
itératives classiques, a convergence « polynomiale », de I’analyse numérique (par exemple la
méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 pour I’intégration des équations différentielles) ont une
complexité exponentielle. Les algorithmes auxquels nous allons nous intéresser sont de nature
radicalement différente : on vise des algorithmes quasi-optimaux, c’est-a-dire de complexité
linéaire, a des facteurs logarithmiques pres, en la taille cumulée des données fournies en
entrée et du résultat.

En accord avec cela, les grandes précisions ciblées vont de quelques centaines a quelques
centaines de milliers de chiffres. Il s’agit en priorité d’obtenir du code efficace en pratique
pour ce genre de précisions, non de battre des records — de I’ ordre quant a eux d’une centaine
de millions a quelques milliards de chiffres décimaux pour les « constantes remarquables »
comme ¢, V2, T, £(3)... S’il serait génant, en interaction avec des manipulations formelles,
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d’introduire une limite arbitraire a la précision que I’on peut atteindre, une estimation nu-
mérique & 10720 pres suffit trés largement dans beaucoup d’applications. Un exemple de do-
maine ou plusieurs dizaines de milliers de chiffres sont nécessaires est la théorie des nombres,
ou des expériences statistiques sur les développements décimaux de certaines constantes sont
utilisées pour tester des conjectures de transcendence. Plus modestement, une centaine de
chiffres sont utiles pour « reconnaitre » une constante a partir d’une approximation numé-
rique a I’aide de I’algorithme LLL.

Les fonctions holonomes [Lip89, BCS07] sont les fonctions analytiques complexes solu-
tions d’équations différentielles linéaires a coefficients polynomiaux. Cette classe recouvre
un grand nombre de fonctions usuelles : par exemple, les fonctions cosinus hyperbolique et
arctangente, la fonction d’erreur erf, les fonctions d’ Airy Ai et Bi, les fonctions de Bessel I,
satisfont toutes des équations du premier ou du second ordre, respectivement

cosh”(z) — cosh(z) =0, (1+2%) arctan’(z) = 1, erf’(z) + 2z erf(z) = 0,
Ai"(z) —zAi(z) =0,  Bi"(2) =zBi(z) =0,  ZI/(2)+zl(2) +V Iy(z) =2

Plus généralement, des fonctions holonomes arbitraires apparaissent naturellement en combi-
natoire comme séries génératrices [FS07, Odl95], ou encore en théorie des nombres [CC87,
CC90].

La méthode d’évaluation numérique étudiée ici s’inscrit dans une algorithmique générale
sur les fonctions holonomes représentées implicitement, par une équation différentielle ac-
compagnée de conditions initiales. Cet usage d’une équation comme structure de données
est analogue a la représentation usuelle des nombres algébriques par leur polyndme minimal
sur Q. I1 est adéquat pour de nombreuses opérations, qui vont jusqu’a la vérification, voire
le calcul automatique d’identités non triviales entre expressions faisant intervenir des fonc-
tions holonomes (V). Cela est remarquable au vu des résultats d’indécidabilité qui parseément
le calcul formel, comme le théoréme classique de Richardson sur le test d’équivalence a zéro
des expressions formelles, ou, plus pres des objets que nous manipulerons, celui de Denef et
Lipshitz sur la convergence des séries solutions d’équations différentielles.

THEOREME 0.1 (Richardson [Ric68]). — Soit f(x) une expression construite par com-
position & partir des constantes 7 et In2 et des fonctions +, —, X, exp, sin, |-|. Il n’existe pas
d’algorithme qui décide si (3x € R)(f(x) > 0), ni si (Vx € R)(f(x) =0).

COROLLAIRE 0.2 (Denef et Lipshitz [DL89]). — Soit f € Q[[z]] une série formelle don-
née comme 1"unique solution d’une équation différentielle algébrique P(z, f, f',..., f (r )) =0
vérifiant des conditions initiales spécifiées. Le probleme de déterminer si le rayon de conver-
gence de f est ou non > 1 est indécidable.

Utiliser les équations différentielles comme structure de données centrale représente un
point de vue intermédiaire entre celui des principaux logiciels généralistes mentionnés plus
haut, qui manipulent des expressions formelles (a la sémantique parfois peu claire) construites
a partir des noms des fonctions usuelles, modulo certaines régles de simplification ; et celui
de I’analyse effective [vdHO0S, vdHO06], qui vise a traiter une classe de fonctions la plus large
possible, avec pour seule limite la (semi-)décidabilité des problemes.

Le scindage binaire, enfin, consiste a calculer un long produit d’entiers, ou d’objets (ma-
trices, polyndmes...) a coefficients entiers, en le découpant en sous-produits équilibrés de
facon a contrdler la taille des résultats intermédiaires. Sommairement, 1’algorithme qui va

1. Comme les systemes polynomiaux, et les algorithmes (d’élimination notamment) qui vont avec, étendent les
nombres algébriques et leur algorithmique, I’intérét de la représentation de fonctions par équations fonctionnelles
linéaires s’étend a des « systemes holonomes » de plusieurs variables, qui peuvent méler des équations de plusieurs
natures, différentielles et de récurrence par exemple [CS98, Chy98, BCS07]. C’est dans ce cadre que les résultats
les plus impressionnants apparaissent. Mais ces notions sortent du cadre de ce rapport.
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nous occuper dans la suite fonctionne de la facon suivante : soit a évaluer une fonction ho-
lonome f(z) (donnée par une équation différentielle et des conditions initiales en 0) en un
point z; € C situé dans le disque de convergence de sa série de Taylor en 0. On commence
par calculer un entier n tel que n termes de ladite série prise en z = z; fournissant le résultat
a la précision requise. On déduit de I’équation différentielle une relation de récurrence véri-
fiée par les sommes partielles Si(z;) de cette série. La récurrence fournit une expression de
S, (z1) recherchée comme (un coefficient d”) un produit de matrices appliqué a un vecteur de
conditions initiales :
Sn(z1) So(z1)
| =A-DAM)AQ) |
Sntr—1(21) Sr-1(z1)

produit que 1’on calcule par scindage binaire. On peut ensuite appliquer le méme procédé
aux dérivées successives de f, de facon a obtenir une nouvelle famille de « conditions ini-
tiales » définissant f, exprimées cette fois en z;. Ces dernicres permettent a leur tour de
calculer les valeurs de f, f’, f”,... en un point z,, éventuellement situé en-dehors du disque
de convergence du développement en série au voisinage de O utilisé auparavant. Et ainsi de
suite : on obtient un algorithme de prolongement analytique numérique des solutions d’une
équation différentielle linéaire a coefficients polynomiaux, qui permet d’évaluer une fonction
holonome en un point quelconque de sa surface de Riemann.

L’idée du scindage binaire est classique (voir par exemple [KS73]), et sans doute quasi-
ment aussi vieille que la multiplication rapide (Karatsuba, 1963). Son application a I’évalua-
tion des fonctions holonomes a été redécouverte a de nombreuses reprises, avec divers degrés
de généralité [Bre76a, Ber87, CC90, Kar91, vdH97, HP97]. Le rapport de recherche HAK-
MEM [BGS72, §178] cite déja, sans preuve ni algorithme, un résultat de complexité voisin
de celui obtenu par 1’algorithme esquissé ci-dessus, et 1’attribue a Schroeppel et Salamin. Le
cas général (avec étude explicite du prolongement analytique et de la complexité en fonction
du point d’évaluation) a été traité en détail par Chudnovsky et Chudnovsky [CC90] puis in-
dépendamment par van der Hoeven [vdH99]. Ces deux articles ont servi de point de départ a
mon stage. Le second a I’avantage, important dans 1’optique d’une automatisation complete,
de donner une version « completement effective » de I’algorithme, qui comprend le calcul
des bornes nécessaires au contrdle de la précision (¥). L'un comme I’autre mentionnent que
I’algorithme se généralise a « I’évaluation » en une singularité, généralisation étudiée ensuite
plus soigneusement par van der Hoeven [vdHO01, vdH07]. Van der Hoeven a également donné
dans [vdHO01] une seconde méthode, plus simple, pour le calcul des bornes, méthode qui est
raffinée au chapitre 5 du présent rapport.

Cet algorithme a en revanche peu été étudié en pratique, au moins dans le cas général.
Sa complexité vis-a-vis des autres parametres que la précision n’est pas non plus parfaite-
ment claire. Il s’agissait donc pendant ce stage de rassembler un certain nombre d’idées bien
connues en théorie, de les implémenter et de confronter le résultat & la pratique, avec comme
objectif a long terme la génération complétement automatisée de procédures numériques ef-
ficaces couvrant une gamme de points d’évaluation et de précisions la plus vaste possible.

Le titre de ce document, repris du sujet du stage, est un peu trompeur : la production de
code n’aura finalement été qu’un aspect mineur de mon travail, faute (en 1’état actuel des al-
gorithmes) d’informations pertinentes, indépendantes du point d’évaluation, a précalculer. Si
la fonction diffeqtoproc du module Maple que j’ai développé répond formellement au su-
jet en renvoyant des procédures Maple pour I’évaluation numérique de fonctions holonomes,

2. Notre perspective ici est donc assez différente de celle de [CC90], qui donne, plus qu’un algorithme général,
une méthode a instancier dans des cas particuliers, et s’écarte un peu de celle de [vdH99], dans la mesure ou van der
Hoeven inscrit I’évaluation numérique des fonctions holonomes dans un cadre plus général d’analyse effective.
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il s’agit principalement d’une commodité pour 1’ utilisateur, sans gain sur la complexité (mis a
part dans le cas particulier de 1’évaluation dans le disque de convergence, ou le gain pratique
reste minime).

Par ailleurs, certaines parties du travail réalisé s’écartent un peu du fil conducteur de 1’éva-
luation numérique. Elles partagent avec lui les deux idées centrales que sont le scindage bi-
naire et le développement d’une algorithmique uniforme pour les fonctions holonomes.

Contributions. — La principale réalisation de ce stage est le module Maple NumGfun
(annexe A), qui implémente une bonne partie des algorithmes décrits ici. En particulier, la
fonction ac_eval semble étre la premiere implémentation générale de 1’algorithme de pro-
longement analytique numérique par scindage binaire ). Sur le plan théorique, les majorants
«fins » du chapitre 5 (sans prétendre a la moindre originalité du point de vue mathématique !)
améliorent leurs analogues issus de [vdHO01, vdHO03].

Pour le reste, la présentation de la complexité du scindage binaire (§1.4 et chapitre 2)
est personnelle (V). Le recensement des algorithmes de produit de petites matrices sur un
anneau commutatif (§2.2.4) et I’étude expérimentale de I’algorithme de Waksman (§2.2.2)
sont simples et sans surprise, mais n’ont apparemment pas d’équivalent. Enfin, I’heuristique
concernant les chemins de prolongement analytique (§4.3) constitue un début de générali-
sation de résultats de [CC87, vdH99], entrepris dans le but d’automatiser le choix de ces
chemins.

Exemples. — Pour terminer sur une note concrete cette (longue) présentation, voici
quelques exemples de calculs que permettent les algorithmes présentés ici. Tous ont été ef-
fectués a I’aide du logiciel développé dans le cadre de ce stage.

1. La fonction nth_term de NumGfun, fondée sur les algorithmes classiques présentés dans
la premiere partie, calcule en moins de six secondes le 100000e nombre de Catalan. C’est
cinq fois moins de temps qu’il n’en faut a Maple pour évaluer la formule close

c ~ 1 (200000
100000 = 700001 \ 100000/

2. A I’aide de la formule des fréres Chudnovsky
1 > (—l)k(6k)!(l3591409+545140134k)
—=12) ,
T = (3k)! (k!)36403203"+3/ 2
sa variante fnth_term calcule un million de chiffres décimaux de 7w en moins de trente

secondes. En comparaison, Maple, qui utilise la méme formule, met prés de sept minutes
a évaluer evalf[1000000] (Pi).

3. La méthode d’évaluation numérique des fonctions holonomes du chapitre 4 calcule a
10000 chiffres décimaux apres la virgule les valeurs de e, arctan(1/2) ou encore erf(1/2)
en une poignée de secondes.

4. L’algorithme de calcul de bornes du chapitre 5 permet de déterminer, a partir de 1’équation
différentielle ci-dessus, que la série de Taylor en 0 de arctanz est bornée terme a terme
par celle de 1/(1 —z). On en déduit, toujours automatiquement, que 808 termes suffisent &

3. Il semble que les fréres Chudnovsky n’aient implémenté qu’un analogue en précision fixe de leur algorithme
de prolongement analytique numérique, et leur code n’est apparemment pas disponible publiquement. Par ailleurs,
Joris van der Hoeven a annoncé récemment avoir commencé a travailler sur le support des fonctions holonomes dans
le logiciel Mathemagix, cependant le prolongement analytique rapide est absent des versions diffusées pour I’instant.

4. A ce sujet, si la traduction matricielle « économique » des récurrences (§2.3) est utilisée a bon escient dans
des cas particuliers (par exemple dans [CC90]), je n’ai pas pu trouver de mention explicite de sa forme générale,
ni des avantages de celle-ci. A Iinverse, plusieurs travaux en utilisent une variante moins efficace que la traduction
naive.
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obtenir la valeur de arctan % 2107100

par cette approximation est 104.

pres. Le véritable nombre de chiffres corrects donnés

5. A partir de la définition
{(n+Dun+1)=(2n+3)u(n),u(0) =1},
le méme algorithme détermine que la suite u(n) est bornée par (n+ 1)2".

6. L’équation différentielle (tirée au hasard)

{z+ 1) —z+2)y" + (58 +42 +2z+4)y" + (z+ 1) (4% +2+2)y
+ (42 +222+5)y=0, y(0)=1,y'(0) =i,y"(0) =0}

admet au voisinage de zéro une unique solution analytique, qui a une rayon de conver-
gence voisin de 0,8. La fonction dsolve () de Maple n’en trouve pas d’expression plus
simple que I’équation elle-méme. Au moyen de I’algorithme de prolongement analytique
numérique du chapitre 4, on calcule que le prolongement analytique le long du segment
[0, —1+1] de cette solution prend a I’extrémité la valeur

y(=141i) ~—1.42105 — 1.28693i.

Il est possible de déterminer cette valeur i une précision de 1075%

de secondes.

en quelques dizaines

D’autres exemples, plus détaillés, sont donnés en introduction des chapitres 1 et 4, ainsi
que §5.6.

Plan. — Le reste de ce rapport s’organise comme suit. La premiére partie est consacrée
au scindage binaire, qui, en plus d’étre un outil essentiel pour la suite, présente un intérét
propre. Elle peut bien siir se lire indépendamment du reste. Dans cette partie, le chapitre 1
présente 1’algorithme de scindage binaire et son application au calcul d’un terme d’une suite
récurrente linéaire a coefficients polynomiaux, et analyse sa complexité. Le chapitre 2 décrit
quelques algorithmes qui peuvent étre couplés avec le scindage binaire pour améliorer la
« constante » de sa complexité dans des cas particuliers.

La seconde partie se concentre sur I’évaluation numérique des fonctions holonomes. Elle
débute par le chapitre 3, consacré a des rappels mathématiques sur celles-ci et plus généra-
lement sur les solutions d’équations différentielles linéaires dans le plan complexe. Le cha-
pitre 4 contient la description détaillée de 1’algorithme de prolongement analytique esquissé
ci-dessus. Enfin, au chapitre 5, nous nous attaquerons au probléme de la précision des cal-
culs, et plus largement du calcul automatique de bornes sur les fonctions holonomes, leurs
coefficients et les restes de leurs développements en série.

Deux annexes décrivent I'utilisation de NumGfun et reprennent des comptes-rendus de
séminaires écrits pendant ces quelques mois, qui completent le texte du rapport en ouvrant
sur des sujets connexes.

Notations

J emploie dans la suite quelques notations personnelles, rares, ou usuelles mais avec des
conventions fluctuantes. Elles sont regroupées dans le tableau 1. J’utilise z!, ainsi que x'?, x!
et les coefficients binomiaux pour des arguments non entiers, en convenant que z! =I'(z+ 1)
pour tout z € C\ Z* . Concernant la terminologie, sauf précision contraire, équation différen-
tielle sous-entend linéaire a coefficients polynomiaux (eux-mémes a coefficients complexes).
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Notations générales :

O(-) g(n)=0(f(n)) s’il existe k € N tel que g(n) = O(f(n) logk(f(n))
Q)  g(n) =Q(f(n)) s’il existe a > 0 tel que Vn, |g(n)| > af(n)
()  gln) =O(f(n)) si f(n) = O(g(n)) et f(n) = QAg(n))
log logarithme en base 2, logarithme complexe
x™  factorielle montante (symbole de Pochhammer)
1
In _ 7()‘(2 ol ! x(x+1) ... (x+n—1)
!
xM factorielle descendante x'" = ( ok ) =x(x—1)...(x—n+1)
x—n)!
[i,j]  intervalle entier {i,..., j}
1[] 1[P] =1 sila proposition P est vraie, 0 sinon
A[[z]]  séries formelles a une indéterminée sur un anneau A
A((z)) séries de Laurent formelles & une indéterminée Z JnZ" sur un anneau A
n=—N
d  opérateur de dérivation des séries formelles
ordpu  ordre de 4t comme racine du polynéme P
M(:) fonction de multiplication (définition 1.3 page 15)
o exposant de I’algebre linéaire (définition 1.5 page 17)
< relation de majoration sur les séries (définition 5.1 page 57)
Pour f € A((z)) :

[Z"]f(z) coefficient de z, dans f
fa  coefficient de z, dans f (on croisera occasionnellement des familles fi, f>,... de séries,
mais le contexte et I'utilisation dans ce cas de la notation ["]f devraient éviter toute

N

ambiguité)
fiij tranche fi;( Z fid
fn  somme partielle f.,(z) = fon( Z fid

[ reste fu:(2)
val f

fnm kaZ

valuation val f = mln{n € Z\ fu#0}

TAB. 1. Notations

Configuration de test

La machine utilisée (sauf mention contraire) pour toutes les expériences de ce rapport est
un ordinateur de bureau équipé d’un microprocesseur Intel Pentium 4 “Northwood” cadencé
a 2.8 GHz, avec 512 Ko de mémoire cache (L2), et de 1 Go de mémoire vive. Le noyau
est Linux 2.6.11. La version de Maple utilisée est Maple 10 (“IBM INTEL LINUX”). Les
programmes C sont compilés avec gcc 3.4.3, et précisément

gcc -03 -march=pentium4 -fomit-frame-pointer -lgmp -1m -std=c99

La bibliotheque d’arithmétique multiprécision utilisée, tant par Maple que dans les pro-
grammes C, est GMP 4.1.4, et plus précisément le binaire fourni avec Maple pour 1’archi-
tecture “IBM_INTEL_LINUX/P4SSE2”. Les fonctions les « moins expérimentales » écrites
pendant ce stage sont (provisoirement) regroupées dans le module Maple NumGfun (voir an-
nexe A); les exemples utilisent la version 0.1 de ce module. Celui-ci, de méme que divers
exemples donnés dans ce rapport, fait appel a la bibliotheque algolib pour Maple 10 (07-
05-11), qui contient en particulier gfun 3.21 (mais la version 3.05 fournie avec Maple 10
devrait généralement donner les mémes résultats). La ligne

> with(gfun): with(NumGfun) :
qui importe les commandes de ces deux modules est sous-entendue au début de tous les
exemples de sessions Maple.
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CHAPITRE 1

LE SCINDAGE BINAIRE

Le scindage binaire est une technique pour effectuer rapidement de longs produits d’en-
tiers, de rationnels, de nombres algébriques, ou encore de matrices. Apres quelques prélimi-
naires sur la complexité du produit de grands entiers et de matrices, ce chapitre présente I’idée
générale du scindage binaire, puis sa principale application, a savoir « dérouler » une récur-
rences linéaire pour obtenir un terme lointain en complexité quasi-optimale, essentiellement
proportionnelle a la taille du résultat.

Appliquées a des suites d’entiers issues de la combinatoire, ces méthodes permettent de
« compter » de grosses structures. Par exemple, les nombres de Motzkin, qui dénombrent les
arbres unaires-binaires de taille donnée, satisfont

(n+3)u(n+2) =3nu(n)+ 2n+3)u(n+1), u(0)=0,u(l)=1u2)=1.

La session Maple suivante construit une procédure qui calcule les nombres de Motzkin, et
I’utilise pour calculer les quelques premiers termes de la suite, puis le 100000e.
> m := rectoproc_binsplit({(m+3)*u(n+2)=3*n*u(n)+(2*n+3)*uln+1),
u@®=0,u(l)=1,u2)=1},um)):

> seq(m(n),n=0..10);
0,1,1,2,4,9,21,51,127,323,835

> time(m(100000));
9.489

(On a #(100000) = 20626...81045.) On peut calculer de méme, toujours en une poignée de
secondes, le nombre de permutations sans point fixe de 100000 éléments (10389...0001).

Plus pres de ce qui nous intéresse ici, les mémes idées fonctionnent sur des suites conver-
gentes, permettant d’évaluer leurs limites. Ainsi, des la précision de 300 chiffres décimaux,
un petit programme utilisant la formule [HP97, Yac07]

oo

—k - 1 n —t,z—1
I(z) =k ngé mk e dt
évalue I'(5/3) (valeur qui intervient, par exemple, dans une écriture simple de la valeur en
z€ro des fonctions d’Airy) plus rapidement que la fonction intégrée de Maple :
> g := proc(s, prec)

k := ceil(evalf((prec)*1n(10) + In((prec)*In(10)))):

rec := {u(n+l) = k/(+s+1)*u(m), u(® = 1/s}:

a := fnth_term(rec,u(n),6*k,prec+l,ndseries):

evalf[prec+1] (k*s*exp(-k)*a):

end proc:
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>p = 300: time(g(5/3,p)), time(evalf[p](GAMMA(5/3)));
0.159,0.191

L’écart se creuse quand on augmente la précision :
>p := 3000: time(g(5/3,p)), time(evalf[p] (GAMMA(5/3)));

1.656,35.299

Bien souvent pourtant, le scindage binaire n’atteint pas la meilleure complexité asymp-
totique connue pour 1’évaluation a grande précision de constantes. L’exemple le plus clas-
sique est celui du calcul de 7 : le calcul de n décimales par scindage binaire a I’aide de
la formule de Machin (ou d’une de ses variantes, ou de la formule des fréres Chudnovsky
— seule la constante change) nécessite @(nlog3nloglogn) opérations, tandis que I’algo-
rithme de Brent-Salamin, fondé sur I’itération de la moyenne arithmético-géométrique, n’en
demande que O(n log? nloglog n). Cependant, méme & des précisions record, des variantes
du scindage binaire peuvent s’avérer meilleures en pratiques, témoin les performances du
programme gmp-chudnovsky.c de Hanhong Xue fourni sur le site web de GMP [Gra07].
Le probleme de 1’évaluation de constantes a plusieurs millions de chiffres, et les différents
algorithmes applicables, sont décrits en détail dans le livre [BB87].

1.1. Préliminaires

1.1.1. Mesures de complexité. — On peut distinguer deux grands types d’estimations
de complexité pour les algorithmes de calcul formel. La complexité binaire d’un algorithme
ou d’un calcul est le nombre d’opérations logiques élémentaires qu’il effectue, exprimé géné-
ralement en fonction de la taille en bits des données d’entrée. La complexité arithmétique est
le nombre d’opérations sur des objets d’une structure algébrique abstraite, par exemple d’ad-
ditions et multiplications dans un anneau non spécifié, ou souvent tout simplement dans Z.
Elle se ramene (en ordre de grandeur) a la complexité binaire si les opérations arithmétiques
que I’on compte sont des opérations en temps constant, sur des objets de taille bornée. Ainsi,
la complexité arithmétique et la complexité binaire du produit de polyndmes sur un corps fini
sont du méme ordre.

On peut donner une version plus formelle des définitions précédentes dans le modele RAM
(voir par exemple [AHU74]). Dans ce modele, on considere une machine abstraite disposant
d’une bande d’entrée, d’une bande de sortie, et d’une infinité de registres sur lesquels elle peut
effectuer des opérations en temps constant. Complexité binaire et complexité arithmétique se
distinguent alors essentiellement par la nature des registres : la complexité arithmétique est
le temps de calcul d’une machine RAM dont les registres peuvent contenir des entiers quel-
conques (1) (ou des éléments d’une structure algébrique plus générale), pour la complexité
binaire, les registres sont astreints a ne stocker que des bits. Pour certaines analyses fines de
complexité, on ne peut plus se permettre 1’approximation que 1’acces a la mémoire est uni-
forme. Le modele des machines de Turing a plusieurs bandes tel que défini dans [SGV94]
(voir aussi [Knu97a, §2.6, p. 463-464]) peut alors donner une meilleure notion de complexité
binaire.

Sauf mention contraire, les estimations de complexité données dans ce qui suit s’entendent
en opérations binaires, et dans le pire des cas. Mais pour le type d’algorithme présentés ici, et
sauf distribution trés particuliere des entrées, le cas le pire est le cas générique. Par ailleurs,

1. Cette variante de complexité arithmétique est souvent utilisée implicitement dans les domaines de 1’infor-
matique ou, pour des tailles de problemes raisonnables, les opérations arithmétiques concernent des entiers ou des
flottants machine. Ce n’est plus un modele adéquat de la complexité sur une machine réelle lorsqu’on s’intéresse,
comme ici, a des algorithmes ol les opérations sur les entiers représentent 1’essentiel du cotit du calcul.
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dans certaines parties, nous nous attacherons a donner des complexités « sans O(-) », c’est-a-
dire a expliciter (une borne sur) la constante précédant le terme dominant de 1’expression de
la complexité.

1.1.2. Grands entiers. — Par les algorithmes de 1’école primaire, 1’addition de deux en-
tiers de taille n prend un temps @ (n), leur multiplication, un temps ®(n?). Pour 1’addition
(hors parallélisme ou représentation redondante), c’est évidemment optimal. Concernant la
multiplication, il est aujourd’hui classique que les algorithmes de multiplication a base de
transformée de Fourier rapide permettent de multiplier les grands entiers en temps essentiel-
lement linéaire — mais beaucoup plus élevé que celui nécessaire pour faire une addition.

Algorithmes. — Passons brievement en revue les principaux algorithmes de multipli-
cation rapide. Pour plus de détails, on pourra consulter les classiques [Knu97b, §4.3] et
[Ber01].

Le plus simple est celui de Karatsuba : on remarque que le produit en base B

(aB+b)(cB+d) = ac B>+ (ad + bc) B+ bd

peut se calculer en trois multiplications de chiffres au lieu de quatre. Pour cela, on calcule
(a+b)(c+d) =ac+bd+ (ad+ bc) en « oubliant » la base, puis on en soustrait ac et bd,
calculés séparément, pour obtenir le coefficient ad 4 bc. En appliquant récursivement cette
méthode, on obtient une multiplication de complexité O(n'°%23).

L’algorithme de Karatsuba s’applique encore mieux au produit de polyndmes. Une inter-
prétation moins naive est alors de le voir comme un algorithme d’évaluation-interpolation :
pour multiplier deux polyndomes de degré 1, on les évalue en les trois points 0, 1,0, on mul-
tiplie les valeurs obtenues, et on récupere par interpolation les coefficients du produit. L’idée
se généralise a des polyndmes de degré quelconque : a d fixé, on peut multiplier deux po-
lynomes de degré d en 2d — 1 multiplications de scalaires non constants, et en faisant cela
récursivement, on obtient un algorithme de complexité O(rzl"gd(zd’l)) pour le produit de po-
lynomes de degré n. Ces algorithmes s’appellent des schémas de Toom-Cook. Ils s’adaptent
a leur tour aux entiers.

Enfin, les algorithmes les plus rapides connus pour la multiplication de grands entiers
sont ceux a base de transformée de Fourier rapide. Ils reposent eux aussi sur 1’évaluation-
interpolation : le point de départ est de remarquer que, si A est un polyndme de degré n — 1 et
® une racine n-ieme de ’unité, I’évaluation de A en les @/ peut se voir comme la transformée
de Fourier discréte d; = Z;f;é a;" du n-uplet (a;)jefo,.—1] des coefficients de A, que I’on
sait calculer en O(nlogn) opérations dans I’anneau de base. Une fois résolus les problemes de
trouver des anneaux disposant des racines de 1’unité nécessaires, de controler la complexité
binaire des opérations dans ces anneaux, et de gérer les retenues dans le cas des entiers, on
peut aboutir aux résultats théoriques () suivants.

THEOREME 1.1 (Schonhage-Strassen [SS71]). — On peut multiplier deux entiers de taille
inférieure ou égale a n en O(nlognloglogn) opérations binaires.

Il s’agit 1a de la borne classique sur la complexité de la multiplication de grands entiers.
Mais ce résultat a été¢ amélioré récemment.

THEOREME 1.2 (Fiirer [Fiir07]). — On peut multiplier deux entiers de taille inférieure
ou égale A n en O(nlogn2°0°2" ")) opérations binaires, ot log*n = min{k| log®* n < 0} dé-
signe la hauteur d’une tour d’exponentielles de valeur de 1’ordre de n.

2. Cela ne signifie pas que les algorithmes correspondants sont inutilisables en pratique. Mais il faut garder en
téte que les complexités sont exprimés en fonction de la faille n de 1’entrée, or si n est de 1’ordre de la taille cumulée,
mesurée en bits, des mémoires vives de tous les ordinateurs personnels en service dans le monde en 2007 (estimation
Forrester), loglogn < 6...
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Pour donner un sens précis a ces estimations, il est important de s’entendre sur le modele
de calcul utilisé. Les deux théorémes précédents sont valables dans le modele des machines
de Turing a plusieurs bandes. Schonhage a étudié la complexité de la multiplication dans
d’autres modeles de calcul : dans un modele RAM (binaire) simple, elle descend a O(nlogn) ;
dans d’autres modeles, elle tombe & O(n) [Knu97b, §4.3.3C, p. 311].

Réductions. — La multiplication rapide est une brique de base de bien des algorithmes ef-
ficaces — d’ou son importance. Ainsi, pour de nombreuses opérations arithmétiques usuelles
sur les entiers, par exemple 1’inverse, la racine carrée, ou le calcul de pged, on dispose d’al-
gorithmes rapides qui ramenent le calcul a un nombre constant ou (poly)logarithmique de
multiplications.

Il est d’usage d’exprimer la complexité de ces algorithmes en fonction de la complexité
M(n) de la multiplication d’entiers de taille n. Cela rend les estimations de complexité plus
robustes vis-a-vis a la fois du modele de calcul, des améliorations a venir de la complexité
théorique de la multiplication, et du choix de I’algorithme. Cela permet aussi de comparer
les constantes dans les estimations de complexité des algorithmes, en mesurant leur temps
d’exécution par celui d’un nombre précis de multiplications. Conformément a cette habitude,
nous supposerons dans toute la suite que M(n) est une fonction de multiplication, au sens de
la définition suivante.

DEFINITION 1.3. — On appelle fonction de multiplication une fonction croissante M :
Ry — Ry telle que

(i) il existe un algorithme calculant le produit de deux entiers de taille n en au plus M(n)
opérations binaires ;

(ii) pour tous p et g, M(p) +M(q) < M(p+q) <M(p) +M(q) +O(pq),
(i) n=o0(M(n)).

L’hypothése M(p + ¢) = M(p) +M(q) est standard, elle permet de simplifier des expres-
sions du type de Y} (M (%), fréquentes dans 1’analyse d’algorithmes basés sur la multi-
plication rapide. Le reste des points (ii) et (iii) est moins usuel (au moins explicitement), il
autorise notamment a remplacer M(f(n)) 4+ O(f(n)) par M(f(n)) (14 o0(1)) (si f(n) — oo)
et M(n+ 1) par M(n) + O(n).

Les deux exemples suivants de réductions a la multiplication d’entiers d’autres opérations
arithmétiques nous seront utiles dans la suite. L’article de sythese [Ber04] résume toute une
gamme de résultats de ce type.

THEOREME 1.4. — (i) L’itération de Newton permet de calculer une approximation
flottante du quotient, ou encore la division euclidienne (quotient et reste) de deux entiers
de taille < n en O(M(n)) opérations binaires.

(i) On peut calculer le plus grand commun diviseur de deux entiers de taille < n en com-
plexité binaire O(M(n)logn).

On pourra consulter [Knu97b, §4.3.3, p. 312] ou [AHU74, §8.2] pour les détails du résul-
tat sur la division. Celui concernant le pged est délicat, tant a prouver qu’a implémenter (voir
cependant [vzGGO03, chap. 11], [Knu97b, exercice 4.5.3.46] et [Ber04, §21-22] pour une
discussion plus complete, et les références qui y sont données pour les preuves de différentes
variantes de 1’algorithme d’Euclide rapide). Il s’agit des meilleures complexités connues. La
morale (en ce qui nous concerne !) est que les réductions au méme dénominateur sont a éviter
lors de calculs répétés avec des rationnels.

REMARQUE. — La discussion précédente se transporte mutatis mutandis au cas des opé-
rations sur les polynomes denses, les complexités étant cette fois exprimées en nombre d’opé-
rations dans 1’anneau de base. Ainsi, on peut multiplier deux polyndmes de degré n en
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Chiffres décimaux | 107 10° 100 100  10° 107
Maple | 0,02 0,07 0,68 19,18 351,34
C| <001 <001 0,50 15,70 205,30 3331,30
TaB. 2. Cott du produit d’entiers en millisecondes, avec GMP. Moyenne sur 100
multiplications d’entiers aléatoires de 10/ chiffres décimaux. L’absence de résultat
pour Maple en taille 107 s’explique par la lenteur du générateur pseudo-aléatoire
rand().

My (n) = O(nlognloglogn) opérations arithmétiques, et de nombreuses opérations sur les
polyndmes de degré n ou les séries formelles tronquées a I’ordre n ont une complexité de la
forme O(Myq(n)).

Pratique. — Pour importante qu’elle soit, I’'implémentation efficace des algorithmes ra-
pides sur les entiers n’est pas chose facile ®). Les algorithmes quasi-linéaires sont utiles
en pratique, et pas uniquement pour des nombres de taille astronomique, mais a la condi-
tion expresse de disposer d’une implémentation de bonne qualité : dans une implémentation
naive, les seuils ou ces algorithmes deviennent intéressants sont trop élevés. Les bibliotheques
d’arithmétique multiprécision les plus rapides disposent d’implémentations en assembleur
des routines de base pour leurs différentes architectures cibles, et utilisent des algorithmes
hybrides qui choisissent I’'une ou I’autre des méthodes présentées plus haut (ou d’autres) en
fonction de la taille des entiers a multiplier et de 1’architecture.

Comme exemples de bibliotheques relativement connues fournissant une arithmétique en-
tiere en précision arbitraire, on peut citer LIP, LiDIA, CLN, NTLn, ou MpNT. J’ai utilisé
GMP [Gra07], qui est une des meilleures implémentations disponibles de 1’arithmétique ra-
pide sur les entiers.

Pour les multiplications de nombres de taille voisine, GMP utilise suivant la taille 1’al-
gorithme naif, I’algorithme de Karatsuba, I’algorithme de Toom-Cook a trois branches ou
un algorithme par transformée de Fourier rapide adapté de celui de Schonhage-Strassen. Les
multiplications déséquilibrées sont effectuées en découpant la plus grande des opérandes en
blocs de la taille de la plus petite. Le tableau 2 donne quelques exemples de temps d’exé-
cution pour le produit d’entiers aléatoires, d’une part avec Maple 10, et d’autre part dans
un programme C utilisant « directement » (la couche mpz de) GMP. La configuration maté-
rielle et logicielle est celle décrite 2 la fin de I'introduction *), page 10. On observe que la
complexité « au chronometre » est nettement sous-quadratique, et qu’un régime proche du
linéaire est atteint assez rapidement. On voit aussi que I’'utilisation de Maple représente un
surcolit tolérable mais qui peut devenir critique sur de gros problemes.

Pour ce qui est des autres opérations utilisées dans ce travail, GMP dispose, outre plusieurs
algorithmes de division « naifs » pour les cas de base, d’une division rapide de complexité
O(M(n)logn) et de routines spécifiques pour la division exacte d’entiers et la division de
nombres de taille voisine (petit quotient). La division par I’algorithme de Newton n’est pas
implémentée dans la version actuelle. GMP n’implémente pas non plus pour I’instant d’al-
gorithme de calcul de pged sous-quadratique (mais un algorithme quadratique de treés bonne
« constante », relativement efficace en pratique). C’est un argument supplémentaire pour fuir
les calculs de pged de grands entiers dans les programmes.

3. Voir a ce sujet le récent rapport d’implémentation d’une multiplication par FFT améliorée basée sur celle de
GMP par Gaudry, Kruppa et Zimmerman [GKZ07].

4. Sur une autre machine de test, globalement moins puissante mais équipée d’un processeur AMP Athlon XP
(cadencé a 2 GHz, et de 512 Mo de mémoire vive) et de logiciels plus récents (Debian GNU/Linux “lenny”, binaire
GMP 4.2.1 fourni par la distribution), le méme programme C est généralement 15% a 25% plus rapide pour 100 000
chiffres et plus, et jusqu’a 40% en certaines tailles.
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1.1.3. Complexité asymptotique du produit matriciel. — Comme le produit d’entiers,
le produit matriciel est une opération suffisamment fondamentale (et de complexité impar-
faitement connue, tant en théorie qu’en pratique) pour que I’on préfere faire de son coiit un
parametre dans les estimations de complexité.

DEFINITION 1.5. — On appelle exposant de 1’algébre linéaire (sur K), et I’on note @, la
borne inférieure des réels K tels qu’il existe un algorithme qui effectue le produit de deux
matrices carrées de taille n a coefficients dans un corps K en O(n*) opérations dans K.

Une fois de plus, cette définition est motivée par le fait que la plupart des opérations de
base de 1’algebre linéaire ont essentiellement la méme complexité que le produit matriciel
[BCS97, chap. 16].

Il est clair que 2 < @ < 3. Historiquement, la premiére amélioration par rapport a I’algo-
rithme naif (et la seule, ou presque, représentant un gain en pratique) est la célebre observation
de Strassen que le produit de matrices carrées de taille 2, sur un anneau quelconque, peut étre
fait en 7 multiplications. L’ algorithme de Strassen, apres sa simplification par Winograd, peut
s’écrire :

) ainn ap| (b bn| _ |nt+iz—t—1; 14 +16
ax1 axn| |ba bn ts+17 t—13—ty — 15
ou
1 = (a1 +az)(bi1 +b12) ta =ay1(bia—bxn)
1 = (a2 +an) (b +bxn) ts = (az1 +axn)bii
13 = (an —an)(bi +bxn) te = (a1 +a2)bxn

t7 = ax (b1 — bir).

Appliquée récursivement en faisant des produits par blocs, cette formule montre que @ <
log, 7 < 2,81.

Il existe un grand nombre d’autres schémas « a la Strassen » pour multiplier des matrices
de petite taille, voir par exemple [Knu97b, exercice 4.6.4.12]. En taille 2 x 2, les 7 multipli-
cations et 15 additions de 1’algorithme de Strassen-Winograd sont optimales [HK71, Pro76].
C’est la seule taille pour laquelle le nombre minimal de multiplications scalaires requises
par le produit de matrices carrées est connu. En taille 3 x 3, la meilleure borne inférieure est
actuellement de 19 multiplications [BI403], tandis que le meilleur algorithme en demande
23 (Laderman, généralisé a n® — (n— 1)2 =1,7,23,55,109... multiplications en taille n par
Sykora). Chacun de ces schémas, appliqué récursivement, donne un algorithme de produit
matriciel rapide. Le premier a apporter une amélioration — minime — de 1’exposant par rap-
port a Strassen est un algorithme de Laderman pour la taille 20 x 20. Mais d’autres techniques
se sont montrées plus efficaces pour abaisser la complexité théorique du produit matriciel.

THEOREME 1.6 (Coppersmith-Winograd [CW90]). — L’exposant @ de I’algebre linéaire
sur un corps quelconque vérifie @ < 2,376.

Il s’agit 1a du meilleur exposant connu a ce jour. On peut trouver une preuve d’une version
légerement affaiblie de ce théoreme dans le livre [BCS97, chap. 15].

Tous ces résultats « passent » en complexité binaire pour les matrices a coefficients entiers
(car les algorithmes mentionnés sont bilinéaires, voir §1.4.1). Un produit de matrices d’ordre
n a coefficients entiers de taille < ¢ peut donc se faire en O(n® M(r)) opérations.
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FIG. 1. Structure du calcul d’un produit a, - - -a; ot a; = O(n) et taille des résultats
intermédiaires. A gauche, la méthode naive, a droite, le scindage binaire.

1.2. Le scindage binaire

Pour obtenir une bonne complexité binaire dans les algorithmes fondés sur 1’arithmétique
des grands entiers, il est crucial de controler la croissance des coefficients, ce qui revient sou-
vent a mettre a profit la multiplication rapide en faisant des produits équilibrés, dont les opé-
randes ont a peu pres la méme taille. Le scindage binaire (en anglais binary splitting) consiste
a « diviser pour régner » une suite d’opérations, généralement un long produit a,a,_; ---ay,
pour atteindre ces deux objectifs. Diverses variantes de cette idée toute simple permettent,
sans changer leur complexité arithmétique, d’abaisser drastiquement la complexité binaire
d’un grand nombre de calculs.

Commencons par 1’exemple le plus classique, celui du calcul de n!. La méthode naive
consiste a multiplier 2 par 3, puis le résultat par 4, et ainsi de suite. Sa complexité arithmétique
est linéaire. Mais la croissance des produits intermédiaires est dramatique : a la k-ieme étape,
on multiplie k!, de taille [log(k!)| ~ klogk, par k+ 1. Ce produit déséquilibré peut se faire
en O(kM(logk)) opérations binaires en découpant k! en ®(k) blocs de taille logk. Le cofit
total en opérations binaires de 1’algorithme naif est donc (les constantes cachées par tous les
® sont les mémes)

n—1

Y ©(kM(logk)) = ©(n*M(logn)),

k=1
loin de la taille [log(n!)] ~ nlogn du résultat. (Sans hypothese sur le produit déséquilibré, en
additionnant simplement les tailles des résultats intermédiaires aux étapes k > n/2, on obtient
la borne inférieure Q(n>logn).)

Le scindage binaire consiste a découper « au milieu » le produit

nl=1x2x--x|n/2] x(|n/2]+1) x---xn

et a évaluer récursivement les deux moitiés suivant la méme idée. Un peu plus formellement,
on calcule n! = P(1,n+ 1) par I’algorithme

pig) = (|57 ]0) 2 ([ 57]) i
P(i,i) :=1i.

Prenons pour 7 une puissance de 2. Les 2¥ appels récursifs de niveau k effectuent chacun un
produit d’entiers de taille < 27*~!nlogn) (figure 1), d’ot1 un coiit cumulé

logn logn
0] (Z 2km <2nk10gn)> =0 (Z M(nlogn)) = O(M(nlogn)logn)
k=1 k=1

d’apres les hypothéses sur le cofit de la multiplication (définition 1.3). Si M(n) = O(n), cette
complexité est quasi-optimale vis-a-vis de la taille du résultat.
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REMARQUE. — A I’inverse, le scindage binaire n’est intéressant que si I’on dispose
d’une multiplication rapide. Avec une multiplication quadratique, son cofit

logn n logn n 2
~ Z 2k=1m (ﬁlogn> = Z k=1 (ilogn> ~ (nlogn)?
k=1 k=1

est essentiellement le méme que celui de 1’algorithme naif. A I’autre extréme, le scindage bi-
naire ne change rien a la complexité arithmétique du calcul : il n’apporte rien dans un contexte
ou la multiplication prend un temps constant (entiers ou flottants machine, calculs modu-
laires). Mais un algorithme pas de bébé-pas de géant dii a Strassen [Str77] fait descendre
la complexité arithmétique du calcul de n! & O(y/n) en utilisant la multiplication rapide de
polyndmes.

REMARQUE. — Bien entendu, le scindage binaire a son analogue sur les polyndmes. En
particulier, le calcul par scindage binaire d’un long produit de polyndmes de degré 1, ou I’on
conserve tous les produits intermédiaires, est & la base de 1’algorithme usuel d’évaluation-
interpolation rapide.

1.3. N-ieme terme de suites récurrentes

La méthode utilisée a la section précédente pour le calcul de n! se généralise a toute suite
solution d’une récurrence linéaire 2 coefficients polynomiaux (*). Considérons la récurrence
2) dg (n) Upts+as—1 (I’l) Upts—1+ - +ap (I’l) u, =0,

ol les aj € Q[n]. Supposons ay sans pole entier, de sorte que s valeurs successives déterminent
une solution. Soit (u,) une suite de rationnels satisfaisant (2), spécifiée par les s conditions
initiales uo, . ..,us—1. On se propose de calculer un terme uy, avec N >> 1, de la suite (uy,).

On réécrit (2) sous forme matricielle d’ordre 1, en séparant numérateurs et dénominateur
pour éviter les manipulations de rationnels conduisant 2 des calculs de pged (©)

1 q(n) Ui
: 1
) = -
Un+s—1 q(n) q(n) Un+ts—2
Un+ts Po (n) P1 (n) R (I’l) Upts—1

ou p07”'7pr—17q€Z[}’l] et
pi(n) _ a;(n)

q(n) — ag(n)’
Notons A(n) la matrice de 1’équation (3), et U, = (up, ..., Up+5—1). Ona
AN—1)A(N—-2)...A(0)
q(N—1)g(N—=2)...4(0)
Les produits au numérateur et au dénominateur de (4) peuvent se calculer séparément par
scindage binaire.

Soient d le maximum des degrés des p; et de g, et i celui des tailles en bits de leurs coef-
ficients. (Si h est une borne sur les tailles des numérateurs et dénominateurs des coefficients
desaj,onah < (s+1)(d+1)h.) Lataille de I'entier p;(n) vérifie

log|pj(n)| <dlogn-+h+log(d+1)

vjelo,r—1],

4 Uy =

0-

5. L’algorithme pas de bébé-pas de géant mentionné plus haut se généralise de la méme facon. Ces deux algo-
rithmes, connus auparavant au moins dans des cas particuliers, ont été explicités en toute généralité par les freres
Chudnovsky [CC90, §2].

6. Comme nous allons le voir, un seul calcul de pgcd de la taille du résultat a un colit du méme ordre de grandeur
que I’algorithme complet en séparant numérateurs et dénominateur.
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et de méme pour ¢(n). Un produit de matrices carrées d’ordre s fait croitre la taille des en-
trées de O(logs) par rapport a la somme de celles des opérandes. Par récurrence, la taille
des entrées de la matrice P(N — 1)---A(0) (et, au terme logs pres, du dénominateur g(N —

1)---g(0)) est
®) <N(dlogN+h+log(d+1)+logs) = O(N(dlogN + h+logs)),

et cet ordre de grandeur est atteint pour certaines suites (uy,).
L’analyse du cofit du scindage binaire se poursuit essentiellement comme dans le cas de la
factorielle (voir §1.4), et aboutit a une complexité

(6) O(s® M(N(dlogN + h+logs))logN)
pour le numérateur et
O(M(N(dlogN +h))logN)
pour le dénominateur. Il faut y ajouter I’évaluation des polynomes p; et g, qui demande
O(dM(dlogn+ h)) opérations par polyndme et par valeur de n, soit

O(sdNM(dlogN +h))

opérations au total, et la construction de la matrice A, qui en prend O(sd M(h)). Si I’on
cherche une approximation flottante du résultat, on peut ajouter les divisions finales, qui
peuvent étre effectuées en O(s> M(N(dlogN + h)) opérations d’apres le théoreme 1.4. En
supposant d = o(logN) et logs = O(logN), I’estimation (6) se simplifie en

©) O(s*M(N(d1ogN +h))logN)

et représente le terme dominant de la complexité.

Sous les mémes hypotheses, en comparant avec (5), on voit que cette complexité est quasi-
optimale vis-a-vis de N, & et d, mais que la dépendance en s est bien plus importante que celle
du résultat. L’écart diminue si I’objet que 1’on souhaite calculer est la matrice de 1’application
Up — Uy et non le seul terme uy.

Un avantage, en revanche, du fait que 1’on calcule toute la matrice est que 1’on peut réuti-
liser le résultat pour calculer un terme plus lointain de la suite. C’est particulierement appré-
ciable si (u,) est une suite convergente dont on cherche & approximer la limite. Dans le méme
ordre d’idée, le scindage binaire se préte bien au calcul parallele.

En comparaison, 1’algorithme naif, qui déroule la récurrence en exprimant i, ¢ en fonction
de u,, ..., up 1, prend un temps O(sN>M(dlogN +h)).

1.4. Algorithme général et complexité

Nous avons vu des exemples d’utilisation du scindage binaire sur des entiers et des ma-
trices d’entiers. On peut calculer de méme des produits d’éléments de Z[i] ou de divers Z[a],
de matrices de tels objets, etc. Plus généralement, I’algorithme de scindage binaire s’applique
dans toute Z-algebre A libre et de type fini comme Z-module : pour calculer un produit (non
commutatif) quelconque

P(i,j)=aj-1-ai1a;, (j>i)
d’éléments de A par scindage binaire, on pose m = |(i+ j)/2], on calcule récursivement
P(m, j) et P(i,m), et on forme leur produit P(i, j) = P(m, j) - P(i,m). En présence d’un produit
de rationnels, on sépare numérateurs et dénominateurs et on fait le produit dans Z2. De méme

pour une Q-algebre de dimension finie quelconque, que 1’on remplace par une Z-algebre « de
méme structure » en ajoutant 1 a son rang.

CONVENTION. — Dans toute cette section, A-module signifie A-module libre de type
fini, et A-algebre, A-algebre qui, comme A-module, est libre de type fini.
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Calculons la complexité du scindage binaire dans ce cadre. Ce point de vue peut sem-
bler démesurément abstrait eu égard a la complexité toute relative du résultat, mais il a le
mérite faire le lien avec des concepts classiques de complexité algébrique. Je le trouve par
ailleurs pratique pour estimer de facon unifiée les constantes dans les complexités de diffé-
rentes instances du scindage binaire (cf. chapitre suivant), voire pour chercher la meilleure
variante pour des problemes précis. (Une alternative peut-étre plus simple serait de se limiter
aux sous-algebres des matrices d’entiers.)

1.4.1. Complexité quadratique. — La principale caractéristique d’une algébre que nous
allons utiliser pour y estimer le cofit du scindage binaire est sa complexité quadratique.

DEFINITION 1.7 ([FZ77, §4], voir aussi [AL04, p. 205]). — Soient A un anneau com-
mutatif, M, N, P des A-modules (libres de type fini). On suppose les éléments de M, N,
P représentés par leurs coordonnées dans une base fixée. Soit ¢ : M x N — P une application
bilinéaire.

(i) La complexité multiplicative de ¢ est le nombre minimal de multiplications d’éléments
non constants de A dans un calcul d’évaluation (straight-line program) qui calcule
¢(m,n) par une suite d’opérations dans I’anneau A.

(i) Un tel algorithme est dit quadratique si pour toute multiplication ¢ < a x b d’éléments
non constants de A, les opérandes a et b s’expriment comme des formes linéaires en
m et n7). La complexité quadratique de ¢ est le nombre minimal de multiplications
d’éléments non constants de A dans un algorithme quadratique qui calcule ¢.
La complexité multiplicative, resp. quadratique, d’'une A-algebre est celle de sa multiplica-
tion.

Autrement dit, pour calculer p = @(m,n), un algorithme quadratique évalue un certain
nombre de formes linéaires de m et n, multiplie certains des résultats obtenus, et en tire les
coefficients de p a nouveau en appliquant des formes linéaires. Les évaluations de formes
linéaires peuvent faire intervenir des multiplications par des éléments constants de A, qui
ne sont pas comptées. La définition se justifie par le fait que la complexité multiplicative et
la complexité quadratique sont indépendantes des bases dans lesquelles les arguments sont
représentés. La complexité quadratique d’une A-algebre de rang d est < d” (c’est le coiit de
I’utilisation d’une table de multiplication).

Cependant, ces notions ne disent rien sur la croissance des coefficients du résultat par
rapport a ceux des parametres.

DEFINITION 1.8. — Soit M ~Z" un Z-module muni d’une base. On appelle hauteur d’un
élément de M le maximum des tailles (nombres de chiffres binaires) de ses coefficients.

Un changement de base fait croitre la hauteur d’une constante additive (qui dépend des
bases, mais pas du vecteur). La définition d’un algorithme quadratique et I’hypothese M(n) =
O(n?) (définition 1.3) conduisent au résultat suivant.

PROPOSITION 1.9. — Soit ¢ : M x N — P une application bilinéaire de complexité qua-
dratique L entre Z-modules (dont les éléments sont représentés sur des bases fixées). Sim € M
et n € N sont de hauteur < A, on peut calculer ¢ (m,n) en LM(h) + O(h) opérations binaires.

Si @ : M x N — P est une application bilinéaire et si /(x) désigne la hauteur d’un élément,
(8) h(@(a,b)) < h(a)+h(b)+K
ol K dépend de ¢ et du choix des bases, mais pas de (a,b).

7. Tl n’est pas demandé que a ou b dépende seulement de m ou seulement de n. Un algorithme qui vérifie cette

contrainte supplémentaire est dit bilinéaire [FZ77] ou normal [Knu97b, §4.6.4]. L’algorithme de Waksman (§2.2.2)
est un exemple d’algorithme quadratique non bilinéaire.
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n=11

/5\ /6\
/2\ /3\ 3 /3\
o A 1 A 1 A

1 1 1 1 1 1
FIG. 2. Diviser-pour-régner déséquilibré. La profondeur de I’arbre est [logn], le
nombre de neeuds est n — 1, et la somme des étiquettes de chaque ligne vaut n. Si le

coilt de traitement d’un nceud est son étiquette, le coiit total est < n [logn]. Si le coiit
d’un noceud est le maximum des étiquettes de ses fils, le coiit total est <n[logn] +n

1.4.2. Coiit du scindage binaire. — Soit A une Z-algebre (libre et de type fini comme
module) munie d’une base. On suppose les éléments de A représentés dans cette base. Notons
L la complexité quadratique de A, et K une constante satisfaisant (8) pour la multiplication
de A.

PROPOSITION 1.10. — Soient ay,...,a, des éléments de A de hauteur bornée par h. Le
calcul par scindage binaire du produit

apQp—1 -+ 4aj

demande un nombre d’opérations binaires

Knlogn)(H—o(l))

quand n — o (A, et donc K et L, étant fixés).

©) Cn) <LM<h +

Démonstration. — Le coiit C(n) de 1’algorithme et la hauteur H(n) du résultat satisfont
les récurrences

0 cmse([3))+e(l3]) remla([3])) +owem

a3 en([3) ex

avecC(1)=0,H(1) =h.
Par récurrence immédiate, H(n) < nh+ (n—1)K. Ainsi

(12) C(n) <CQ%D +CG§D +L-M<[g] (h+K)) +on(h+K)

pour une certaine constante ¢. Soit 7j(n) le multi-ensemble des indices a profondeur j de
I’arbre de la récurrence (10) (figure 2) — formellement,

To(n) = {n} et Ty (n) = { Tk/21, 1k/2] |k € Ty(m) N [1e0] |

pour j € N.OnaTj(n) = @si j > [logn], et pour tout j, ¥c7;(n) k < n. La suite (d’indice n)

Y Y (LMk/2] (h+K)+ ok(h+K))

j=0 keT; (n)
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est solution de (12), d’ou
C(n) <LM (Z ”|2-’(n)|(h+1<)> +anflogn] (h+K)
j=0
1
<LM (E(h +K)(n[logn| +n)) +on[logn] (h+K)
et le résultat. O

Une preuve trés similaire utilisant M(a + b) < M(a) +M(b) + O(ab) donne la variante
+

(13) C(n) <LM(h Kn) logn + O(h*nlogn),

meilleure si & = o(logn).

Lorsque & tend vers I’infini avec n, le surcolit K devient négligeable. En combinant la
proposition 1.10 a I’analyse de la section précédente, on obtient le corollaire suivant, qui
couvre le cas des suites récurrentes a coefficients polynomiaux.

COROLLAIRE 1.11. — Soita(n) € A[n] de degré < d et hauteur < & (sur la base (n¥e;) ;4.
ol (e;); désigne la base de A). La « factorielle » a(n)a(n— 1) - --a(0) se calcule par scindage
binaire en au plus

(14) LM( n(dlog> n+hlogn))( +o(1))

opérations binaires quand n,h — oo.

REMARQUE (D. Stehlé 2 (®)). — Supposons n = 27,
M(n) ~ xnlognloglogn
(par exemple : I’important est que M(n) = Q(nlogn)) et logh = o(logn). Alors
logn

n)<Y 2(L+o 2
)<k;2 (L+ (1))M(2kh)

logn
< (Lx+o(l Z 2]‘( log loglog(nh))

logn
< (Lx+o(1)) Z nh(logn —k)loglogn
k=1
L
<3 M(nh)(logn)(1+o(1)).
ce qui améliore d’un facteur 2 les estimations (9), (13) et (14). De méme, si M(n) ~ Cn® ou
o > 1, on obtient C(n) = O(M(nh)).

8. Voir http://www.loria.fr/~zimmerma/talks/arctan.pdf.
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CHAPITRE 2

SUR LE PRODUIT AUX N(EUDS

Ce chapitre tente de donner quelques pistes pour estimer la « constante » de la com-
plexité du scindage binaire dans un certain nombre de situations usuelles, et si possible pour
I’abaisser. Il s’agit de voir dans chaque cas combien de multiplications d’entiers demande
le produit élémentaire dont on effectue une longue suite par scindage binaire. L’ espoir, dans
I’optique de générer automatiquement du code, est de comprendre quelles simplifications de
I’algorithme dans des cas particuliers peuvent étre détectées automatiquement, pour perdre le
moins possible par rapport a du code spécifique.

Les sections suivantes sont donc principalement un catalogue d’algorithmes (tantdt clas-
siques, tantdt moins connus) pour calculer en peu de multiplications d’entiers des produits
de « petites » structures de taille fixée. Les situations examinées sont celles qui interviennent
pour le calcul de termes de suites récurrentes : produit de petites matrices a coefficients dans
Z, cas particuliers des matrices issues de récurrences elles-mémes obtenues comme sommes
partielles d’une autre suite récurrente, produit dans un corps de nombres ou dans son anneau
des entiers. La présentation n’est pas aussi formelle, mais la plupart des résultats peuvent se
voir comme des estimations de la complexité quadratique de diverses algebres, et donc de la
constante L dans les expressions (9) et (14) de la complexité du scindage binaire.

En combinant les résultats de ce chapitre avec les calculs de complexité du précédent, on
aboutit (entre autres) aux estimations suivantes.

PROPOSITION 2.1. — Soit K = Q(a) un corps de nombres. Soit (1,) € K donnée par
une récurrence linéaire d’ordre s, a coefficients dans Z[a, n] eux-mémes de degré < d et de
hauteur < .

(i) On peut calculer un terme u,, de la suite en au plus

(2K:Q—1)MM(s)+1) M (%n(dlog2n+hlogn)) (1+o(1))

opérations binaires quand n,h — oo (tous les autres parametres étant fixés). Dans cette
estimation, on peut prendre MM(s) égal a

3
2 E—‘ n—1 {EJNIL 21
"[2 =D 3] =73
ou encore, pour les petites valeurs de s, aux valeurs données dans la derniére ligne du
tableau 3.

(i) Avec les mémes conventions, on peut calculer une somme partielle ZZ;OI uy de la série
de terme général (u,) en la méme complexité, olt ’on remplace MM(s) par MM(s) +
2
s°+s+1.
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COROLLAIRE 2.2. — Soit (uy), une suite d’éléments de Q[i] donnée par une récurrence
linéaire d’ordre s, a coefficients polynomiaux eux-mémes de degré < d et de hauteur /4. On
peut calculer un terme uy en au plus

(L+o(1))M (n(dlogzn—i—hlogn))

opérations binaires quand n,h — oo, ot L est donné par le tableau suivant.

s|1 2 3 4 5 6
L|2 11 35 70 140 212

2.1. Produit dans un corps de nombres

Les algorithmes du chapitre précédent s’appliquent dans les extensions finies de Q : on
peut calculer par scindage binaire un produit d’éléments d’un corps de nombres, ou encore
dérouler par scindage binaire une récurrence a coefficients algébriques. Un exemple d’ap-
plication est 1’évaluation, en un point algébrique donné par son polynéme minimal, d’un
polyndme de degré élevé dont les coefficients satisfont une récurrence.

On s’intéresse alors a la complexité du scindage binaire quand le nombre et la hauteur des
algébriques a multiplier tendent vers I’infini, I’extension ou sont faits les calculs étant fixée.
On souhaite cependant améliorer la constante de cette complexité asymptotique, en limitant
sa dépendance en le degré de I’extension. L’idée pour cela est de diminuer le nombre de
produits d’entiers (de taille ~ /) auxquels on ramene un produit d’algébriques (de hauteur £).

Soit donc K = Q(a¢) C C un corps de nombres de degré d. Du point de vue informatique,
on suppose K donné par le polyndme minimal P (unitaire) de o, et ses éléments représentés
par leurs coordonnées sur la base (1,c,...,a?"). Effectuer un produit dans K se raméne
ainsi a multiplier deux polyndmes de degré < d modulo P.

Comme mentionné §1.1.2, il existe un algorithme qui, pour tout d, multiplie deux poly-
ndmes de degrés < d en O(dlogdloglogd) opérations arithmétiques. La division euclidienne
de polyndmes se rameéne a un nombre constant de produits — dont il resterait a contrdler la
complexité binaire dans le cas de Z[X].

Cependant, pour tout d, il existe un algorithme qui multiplie deux polyndmes de degré
< d a coefficients dans Z en 2d — 1 multiplications d’entiers non constants : « 1’algorithme de
Toom-Cook » convient ! Autrement dit, il suffit d’évaluer les polyndmes en 2d — 1 points (ce
qui est une opération linéaire), de multiplier les valeurs obtenues (2d — 1 multiplications) et
de reconstuire le résultat (linéaire). De méme, pour multiplier deux éléments de Q[X]/(P), on
en multiplie des représentants dans Q[X], et 1’on réduit le résultat modulo P (c’est encore une
opération linéaire). Le cas le plus important pour ce qui nous intéresse est celui de Z[i], ou 1’on
peut calculer un produit en 3 multiplications entieres par 1’analogue suivant de 1’algorithme
de Karatsuba :

x+iy) (X +iy)=(u—v)+ilw—u—v) ot u=xx,v=yy,w=(x+y)x+y).

En fait, Fiduccia et Zalcstein [FZ77] et Winograd [Win77] ont montré que si K est un
corps de caractéristique nulle, la complexité multiplicative (sur K) de I'algebre K[X]/(Q)
est exactement 2deg Q — k, ou k désigne le nombre de facteurs irréductibles distincts de Q
(voir aussi [Knu97b, §4.6.4, p. 513-514], qui résume ces résultats et en prouve une version
faible). La construction d’algorithmes « a la Toom-Cook » efficaces en pratique a été étudiée
récemment par Bodrato et Zanoni [BZ07]. Ils expliquent comment construire des séquences
d’instructions qui accélerent la phase d’interpolation. Les représentations alternatives des
nombres algébriques et les algorithmes correspondants sont traités dans [Coh93, chap. 4].
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2.2. Produit matriciel sur un anneau commutatif

Passons au probléme analogue pour des matrices d’entiers, ou plus généralement d’élé-
ments d’un anneau commutatif.

Pour pouvoir s’ appliquer récursivement, par blocs, et se traduire par un gain sur I’exposant
de la complexité asymptotique du produit matriciel, les schémas « a la Strassen » de multipli-
cation de matrices de taille 7 fixée en moins de n®> multiplications scalaires mentionnés §1.1.3
supposent que les matrices sont a coefficients dans un anneau non commutatif. En levant cette
restriction, on peut trouver des schémas utilisant encore nettement moins de multiplications.
Ainsi, les algorithmes de Winograd et de Waksman permettent de multiplier des matrices a
coefficients dans un anneau commutatif en 7> /2 multiplications environ. Ils sont intéressants
quand le produit sur I’anneau de base est cofiteux, et notamment pour de petites matrices de
grands entiers.

2.2.1. Algorithme de Winograd. — Soit & calculer un produit (¢;;) = (a;j) x (b;;) de
matrices carrées de taille n. On commence par regrouper les termes consécutifs deux par deux
dans I’expression d’un coefficient du résultat en fonction de ceux des opérandes :

n [n/2]
(15) cij= Y awby; =Y (@iz-1by—1,j+aixby j)+1[nmod 2 = 1] ajby;.
=1

=1
A partir de I’identité (qui utilise la commutativité !)
(16) (a+b)(d +b)=ad +bb' +ab+d'V,

I’expression précédente se réécrit

[n/2]
cij= ( Y (ain +b2t,j)(ai,2t+b2z1,j)>

t=1

(S1)

[n/2] [n/2]
- ( Z @i2r—1Gi2 + Z bZtl,ijt,j> +1[n mod 2 = 1] a;,by;.
=1 =1

(82) (S3)

L’observation cruciale est que les deux sommes (S2) et (S3) sont indépendantes respective-
ment de j et de i. Pour calculer les valeurs de tous les c¢;; par la formule précédente, il suffit
donc d’évaluer (S1) pour n? valeurs de (i, ), et (S2) et (S3) pour n valeurs de i ou j chacune.
On peut donc calculer tous les coefficients du résultat en

3
n? {gJ +2n {gJ + (n mod 2)n? = n? [g—‘ +2n {gJ o~ % +n?

multiplications.

2.2.2. Algorithme de Waksman. — Waksman [Wak70] a proposé une variante de 1’al-
gorithme de Winograd qui économise environ n/2 multiplications, au prix de I’introduction
de divisions par 2 (qui peuvent étre effectuées en temps linéaire, voire en temps constant).
Seul change le calcul des sommes (S2) et (S3). Waksman les regroupe, écrit leur terme géné-
ral sous la forme

1

3 ((@ipr—1 + b j)(@ine +br—1,j) + (@ipi—1 — b j)(aine — ba—1,5))

(le premier terme « est connu » : c’est le terme général de (S1)), et remarque que les relations
linéaires entre ces expressions pour les différentes valeurs de i et j (a r fixé) permettent de les
calculer toutes en en connaissant 2n — 1.
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proc(a, b, c) tmpl® := tmp9 + (a[2,1] - b[2,2])*(a[2,2] - b[1,2]);
local tmpl, tmp2, tmp3, tmp4, tmp5, tmp6, tmp7, tmp8, tmpl8 := tmpl7 + (a[3,1] - b[2,3])*(a[3,2] - b[1,3]);
tmp9, tmpl®, tmpll, tmpl2, tmpl3, tmpl4, tmpl5, tmp8 := tmpl® - tmpd + tmp2;
tmpl6, tmpl7, tmpl8; tmpl2 := tmpl® - tmp4 + tmp6;
tmpl := (a[l,1] + b[2,1])*(a[1,2] + b[1,1]); tmpld := tmpl8 - tmp6 + tmp2;
tmp3 := (a[l,1] + b[2,2])*(a[1,2] + b[1,2]); tmpl6 := tmpl8 - tmp6 + tmp4;
tmp5 := (a[l,1] + b[2,3])*(a[1,2] + b[1,3]); c[1,1] := tmpl - iquo(tmp2,2) + a[l1,3]1*b[3,1];
tmp7 := (a[2,1] + b[2,1])*(a[2,2] + b[1,1]); c[1,2] := tmp3 - iquo(tmp4,2) + a[l,3]*b[3,2];
tmp9 := (a[2,1] + b[2,2])*(a[2,2] + b[1,2]); c[1,3] := tmp5 - iquo(tmp6,2) + a[l,3]*b[3,3];
tmpll := (a[2,1] + b[2,3])*(a[2,2] + b[1,3]); c[2,1] := tmp7 - iquo(tmp8,2) + a[2,3]*b[3,1];
tmpl3 := (a[3,1] + b[2,1])*(a[3,2] + b[1,1]); c[2,2] := tmp9 - iquo(tmpl®,2) + a[2,3]1*b[3,2];
tmpl5 := (a[3,1] + b[2,2])*(a[3,2] + b[1,2]); c[2,3] := tmpll - iquo(tmpl2,2) + a[2,3]*b[3,3];
tmpl7 := (a[3,1] + b[2,3])*(a[3,2] + b[1,3]); c[3,1] := tmpl3 - iquo(tmpl14,2) + a[3,3]1*b[3,1];
tmp2 := tmpl + (a[1,1] - b[2,1])*(a[1,2] - b[1,1]); c[3,2] := tmpl5 - iquo(tmp16,2) + a[3,3]1*b[3,2];
tmp4 := tmp3 + (a[1,1] - b[2,2])*(a[1,2] - b[1,2]); c[3,3] := tmpl7 - iquo(tmp18,2) + a[3,3]1*b[3,3]
tmp6 := tmp5 + (al[1,1] - b[2,3])*(a[1,2] - b[1,3]); end proc

F1G. 3. Algorithme de Waksman en taille 3

L algorithme complet peut étre décrit de la fagon suivante. Pour chaque ¢ € [1,|n/2]], on
calcule successivement :

A(i, j,t) i= (aipi—1 + b j)(aio +br—1,5), i,je[1,n]
B(1,j,t) :=A(1, j,t) + (a12:—1 — boj) (@12 — bar—1,5), Jj€1,n]
B(i,i,t) == A(i,i,t) + (aipi—1 — bai) (@i — ba—1,), i€[2,n]
B(i, j,t):= B(i,i,t) — B(1,i,t) + B(1, j,t), i€[2,n],j€[1,n]\{i}.

On en déduit pour tous i et j
[n/2] 1 o
cij= ; (A (i,],t) 2B(l,],t))+1[n mod 2 = 1] ajubn;.

11 est aisé sous cette forme de vérifier que 1’algorithme est correct, et qu’il effectue

(n*+2n—1) gJ + (nmod 2)n? = n? [gw +(2n—1) gJ o~ n—;+n2—g

multiplications scalaires. En taille 2, contrairement a I’algorithme de Winograd, I’algorithme
de Waksman égale les 7 multiplications du schéma de Strassen (0,

La procédure waksman_product du module Maple décrit & ’annexe A génere du code
pour I’algorithme de Waksman en taille fixée. Un exemple de résultat est donné figure 3.
Les figures 4a et 4b comparent la performance de ce code avec celui du produit matriciel
« efficace » fourni par le module d’algebre linéaire de bas niveau de Maple, et avec une fonc-
tion non documentée de Maple qui s’avere plus efficace que ce dernier (lui-méme nettement
plus rapide que la fonction de haut niveau LinearAlgebra: -MatrixMatrixMultiply). On
constate que I’algorithme de Waksman est sensiblement plus efficace, a partir de la taille 4
environ, pour des matrices denses dont les entrées font quelques milliers de chiffres. (Cet
avantage devient réellement intéressant, des la taille 2, en poussant 1’expérience jusqu’a des
coefficients d’un million de chiffres ou plus.) En revanche, contrairement au produit naif, il
se comporte treés mal vis-a-vis des matrices creuses. Pour 1’application aux suites récurrentes,
cet effet est trés important, puisque les matrices a multiplier sont des matrices compagnon,
dont les produits ne se « densifient » qu’assez lentement.

1. 11 effectue cependant 23 additions, contre 18 pour I’algorithme de Strassen et 15 pour sa version améliorée
par Winograd [vzGG03, p. 328]. Mais sur les entiers, le cotit de 1’addition est du méme ordre que celui de la lecture
de I’entrée, et je n’ai pu observer quasiment aucune différence en pratique.
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Matrices 3 x 3

Noir : LinearAlgebra:-LA_Main:-MatrixMatrixMultiply (fonction documentée « rapide »)
Rouge : mvMultiply (fonction non documentée du noyau Maple)
Bleu : procédure renvoyée par waksman_product (cf. annexe A)

FI1G. 4A. Cofits comparés de divers produits matriciels. Temps d’exécution en mil-
lisecondes (moyenne sur 20 expériences) en fonction de la taille approximative des
entrées de la matrice, en milliers de chiffres décimaux. Colonne de gauche, produit
de matrices denses d’entiers ; colonne de droite, produit de matrices compagnon.
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FI1G. 4B. Colts comparés de divers produits matriciels (suite)
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Taille 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Naif 8 27 64 125 216 343 512 729 1000
Non-com. 7 23 49 100 161 273 343 529 700
Waksman 7 23 46 93 141 235 316 473 595
Mixte 7 23 46 93 141 235 316 473 595

Taille | 11 12 13 14 15 16 17 18 19
Naif | 1331 1728 2197 2744 3375 4096 4913 5832 6859
Non-com. | 992 1125 1580 1778 2300 2401 3218 3342 4369
Waksman | 831 1002 1333 1561 2003 2296 2865 3231 3943
Mixte | 831 987 1333 1561 2003 2212 2865 3231 3943

Taille | 20 21 22 23 24 25 26 27 28
Naif | 8000 9261 10648 12167 13824 15625 17576 19683 21952
Non-com. | 4380 5610 5610 7048 7048 8710 8710 10612 10612
Waksman | 4390 5261 5797 6843 7476 8713 9451 10895 11746
Mixte | 4165 5261 5610 6843 6909 8710 8710 10612 10612

TAB. 3. Coft du produit de petites matrices

2.2.3. Généralisations. — A ce stade, il est naturel de se demander si I’on pourrait ob-
tenir des algorithmes « a la Winograd » plus efficaces en regroupant les termes de (15) par
paquets plus gros — disons trois a trois ou quatre a quatre plutdt que deux a deux. La réponse
est non [Har72]. Précisément, il n’existe pas de généralisation de (16) de la forme

arby +arby +--- = Alay,by,a2,bs,...) - ulay,br,a2,by,...)+ f(a) + g(b),

ol A, u sont des formes linéaires et f, g des fonctions quelconques.

2.2.4. Schémas mixtes. — La premiére taille pour laquelle 1’algorithme de Strassen pur
(1) — en agrandissant la matrice a la puissance de deux supérieure si nécessaire — effec-
tue moins de multiplications que celui de Waksman est 32. Cependant, des la taille 12, un
schéma mixte qui découpe la matrice en quatre blocs 6 x 6 auxquels on applique les formules
de Strassen, les produits de blocs étant effectués par I’algorithme de Waksman, est moins
coliteux que I’algorithme de Waksman pur, avec 987 multiplications contre 1002 (tandis que
descendre par I’algorithme de Strassen jusqu’a des blocs de taille 3 que 1’on multiplie par
I’algorithme de Waksman prend 1029 multiplications).

La derniere ligne du tableau 3 donne les complexités que 1’on peut atteindre pour le produit
de petites matrices carrées en combinant de cette maniere les meilleurs algorithmes non-
commutatifs connus (d’apres le recensement de W.D. Smith [Smi(2]) avec 1’algorithme de
Waksman. En comparaison, les trois premieres lignes donnent respectivement la complexité
de I’algorithme naif, la meilleure complexité connue sur un anneau non commutatif d’apres
[Smi02], et la complexité de 1’algorithme de Waksman.

On observe que les schémas de Waksman et de Strassen suffisent jusqu’en taille 22. Plus
précisément, jusqu’en taille 11, I’algorithme de Waksman pur donne les meilleurs résultats,
et pour une matrice de taille comprise entre 12 et 21, la meilleure complexité du tableau
est atteinte soit comme précédemment, soit en multipliant par 1’algorithme de Waksman des
blocs obtenus par une décomposition de Strassen a un seul niveau. La conclusion pragmatique
est que I’algorithme de Waksman, utilisé soit directement, soit aux feuille d’un schémas de
Strassen a un ou deux niveaux, est un bon choix pour le scindage binaire sur des récurrences
d’ordre modéré, a partir du moment ou les matrices sont denses.

Bien évidemment, cela n’épuise pas la question de minimiser le nombre de multiplications
pour le produit de matrices sur un anneau commutatif, méme en se limitant a la combinaison
d’algorithmes connus. Par exemple, comme le remarque Landsberg [Lan07, exemple 14.1.1],
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le schéma de Waksman en taille 3 x 3 permet de faire le produit 2 x 3 par 3 x 2 en 10 multi-
plications, simplement en complétant les entrées par des zéros et en faisant les simplifications
évidentes. Il n’est pas exclu qu’un produit par blocs utilisant une décomposition en blocs non
carrés (possibilité que nous n’avons considérée jusqu’ici que lorsqu’elle était valable en non
commutatif) puisse exploiter ce fait.

2.3. Sommes partielles de séries et factorisation d’opérateurs

Terminons par quelques remarques qui permettent de diminuer légérement, mais de fa-
con assez sensible en pratique, la constante du scindage binaire pour le calcul de sommes
partielles de séries. Soit (u,) une suite récurrente linéaire, solution de

L-uy = tpir + ar—1psr—1 + -+ +aotty, = 0.

Les sommes partielles de la série de terme général u,,,

n—1
Vp = Z Uy
k=0
vérifient v, — v, = u,, et donc

(17) i, Vn = Vntr+1 + (arfl - l)vn+r + (ao *al)vn+l —apgvp = 0.

On peut calculer v, par scindage binaire via la traduction classique de (17) en une récurrence
du premier ordre déja exploitée §1.3 :

Vil 1 Vn
(18) : =
Vn+r 1 Vn+r—1
Vntr+1 a a—ay ... l—a, Vatr

Cependant, une alternative au calcul de la récurrence (17) est de dérouler en parallele
les deux récurrences L-u, = 0 et v, = v, + u,. Cette variante admet aussi une écriture
matricielle :

1

Un+1 0 Un

(19) Untr—1 | = 1 Un+tr-2
Up+r —ap —aj . —a,_ 0 Un+r—1
Vn+1 1 0 e 0 1 Vn

Comparons les coiits de ces deux formules. Soit MM(r) le nombre de multiplications
scalaires effectuées pour multiplier deux matrices carrées d’ordre r. Un produit de matrices
compagnons se densifie rapidement, aussi la multiplication de matrices utilisée pour dérouler
par scindage binaire la récurrence (18) prend MM(r + 1) multiplications d’entiers. A 1’in-
verse, quand on multiplie les matrices données par (19), la dernieére colonne reste constante.
Le produit de matrices obtenues en itérant (19) peut se faire en une multiplication de matrices
en taille r et une multiplication vecteur-matrice, soit MM (r) + r? multiplications.

Bien souvent cependant, I’expression de u, en fonction de uo,...,u,_ est a coefficients
rationnels, et I’on souhaite séparer numérateur et dénominateur dans le scindage binaire. Les
formules (18) et (19) restent valables pour le numérateur en remplacant les 1 au-dessus de la
diagonale et celui en bas a droite de la matrice de (18) par le dénominateur. En comptant le
calcul du dénominateur, les complexités montent 8 MM(r + 1) 4 1 multiplications d’entiers
pour (18); et a un produit matrice-matrice, un produit vecteur-matrice, un produit scalaire-
vecteur et un produit de scalaires, soit MM(r) + r2 4 r+ 1 opérations, pour (19). (Le calcul
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du dénominateur, qui apparait dans le bloc réduit a une case en bas a droite, est incorporé
dans le produit matriciel.)
Avec la multiplication naive,

MM(r+ 1) +1=r 432 43r+2> P+ +r+ 1 =MM(r) +r* +r+1,
et avec celle de Waksman

P 4572 +6r +2+ (r+1mod 2)r?
2
P4+4r +r+14 (rmod 2)(r—1)?
>
2

donc la variante (19) semble préférable dans ces deux cas. On peut vérifier qu’il en va de
méme pour les complexités données a la derniere ligne du tableau 3 jusqu’a la taille 15 (au-
dela, la meilleure formule est souvent celle qui fait les produits matriciels en taille paire).

La possibilité de dérouler la récurrence suivant (19) est en fait une instance d’un phéno-
mene plus général. Considérons un opérateur aux différences L, d’ordre r, qui admet une fac-
torisation L = Ly - -- L1, ol I’on suppose tous les L; unitaires en S (on avait ci-dessus L=1LA).
Soit ul% satisfaisant L - ul®) = 0, et introduisons les suites intermédiaires

ulll = Ly-u, ul? = L2~um, e ulk=1 = Ly k=2

MM(r+1) =

=MM(r)+r*+r+1

Alors ul% peut se calculer par la formule

K T[]
: Cr—1 :
[k—1] k—1]
unJrrk,l urH»rk,l —1
u[k712] W2
n+
s Ci2 :
[k—2] 1 [k=2]
Untre o urH»rk,zfl
(20) | =
o, 4
C .
1 1
u;[zj-rl 1 uLj—rl -1
(0] (0]
U1 Un
. Co .
0 1 0
L uLj—ro J - - L u}['H]rrOfl J

ol r; désigne I’ordre de L; et C; sa matrice compagnon. Les produits de matrices donnés par
(20) restent dans une sous-algebre de matrices triangulaires par blocs avec } ;.. ; rir; compo-
santes nulles. (Remarquons que ce nombre dépend seulement des degrés des facteurs, et pas
de leur ordre.)

Concernant I’implémentation, on peut noter que la multiplication naive de matrices tire
naturellement parti () de la structure triangulaire par blocs. Il n’est donc pas forcément né-
cessaire d’écrire du code spécifique pour multiplier les matrices données par (20) plus rapi-
dement que des matrices denses.

2. Tant que le cotit du contrdle est négligeable devant celui des produits de scalaires — mais c’est 1’hypothese a
la base de toute cette discussion.
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CHAPITRE 3

EQUATIONS DIFFERENTIELLES, FONCTIONS HOLONOMES

Ce chapitre est consacré aux prérequis mathématiques de la deuxieéme partie. Les ob-
jets qui nous intéressent en premier lieu sont les fonctions holonomes, c¢’est-a-dire solutions
d’équations différentielles linéaires a coefficients polynomiaux. Mais de nombreux résul-
tats qui sont en fait communs a toutes les solutions analytiques d’équations différentielles
linéaires sont énoncés dans ce cadre plus général.

Les principales propriétés des fonctions holonomes sont connues au moins depuis le XIXe
siecle : par exemple, le caractere holonome des fonctions algébriques (proposition 3.16 ci-
dessous) est mentionné dans les notes d’ Abel. Leur usage moderne en combinatoire et en cal-
cul formel a été popularisé par Stanley [Sta80] puis Zeilberger [Zei90], qui ont souligné leur
intérét comme classe de séries close par plusieurs opérations importantes et bénéficiant d’une
algorithmique riche et (déja relativement) efficace. L’étude systématique, du point de vue
algorithmique, des fonctions holonomes — et de leurs cousines les suites holonomes, solu-
tions de récurrences linéaires a coefficients polynomiaux, que nous avons déja abondamment
manipulées — s’est poursuivie depuis. Sur le plan pratique, le module Maple gfun [SZ94]
fournit ainsi un grand nombre d’opérations sur les suites et fonctions holonomes, représen-
tées implicitement par les équations qu’elles vérifient. Il est abondamment mis a contribution
par 'implémentation des algorithmes de cette partie.

Notons aussi, méme si ceci ne nous concerne guere ici, que la notion d’holonomie admet
des généralisations fructueuses a plusieurs variables [Lip89], et a des systemes mixtes mé-
langeant dérivées partielles, récurrences multiples, g-analogues... Les algorithmes associés
permettent de manipuler des expressions complexes dans les systeémes de calcul formel, et
notamment de prouver, voire de calculer, des identités comme

1 > 1
EJO(Z)z + Z Jv(Z)2 = E
v=1

(ou les Jy sont les fonctions de Bessel) entre sommes et intégrales de solutions de systemes
holonomes [CS98, Chy98].

3.1. Théoréme de Cauchy

Cette section rappelle quelques résultats de base sur les équations différentielles linéaires a
coefficients holomorphes. Pour une présentation plus compleéte et plus rigoureuse, on pourra
consulter le tome 2 du traité d’analyse complexe d’Henrici [Hen77] ou le livre classique de
Ince sur les équations différentielles [Inc56]. Les résultats sont énoncés en 0, ils s’étendent
bien entendu a n’importe quel zo € C par le changement de variable z < z — zp, et au point a
I’infini de la sphére de Riemann via z — 1/z.
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3.1.1. Systemes différentiels linéaires. — Comme dans le cas réel, voire plus simple-
ment, on dispose d’un théoreme d’existence de solutions pour les systémes linéaires.

THEOREME 3.1. — Soit D C C un disque centré en 0 de rayon ¥ > 0. Soit A : D — M,.(C)
une fonction analytique & valeurs matricielles, et soit w € C". Le systéme d’inconnue y(z)

1) ¥ (z) = A2)y(z)

admet une unique solution y(z) analytique au voisinage de O vérifiant la condition initiale
v(0) = w. En outre, la série de Taylor de y en 0 a un rayon de convergence > 7.

Une particularité importante des équations différentielles linéaires est qu une solution de
(21) ne peut cesser d’étre analytique qu’en une singularité de A. La preuve simple suivante
est classique, mais elle contient une premiere apparition de plusieurs idées importantes dans
la suite, en particulier la méthode des séries majorantes (chapitre 5).

Démonstration. — Tentons de résoudre 1’équation (21) par la méthode des coefficients
indéterminés. En développant en série les deux membres, celle-ci se réécrit (pour |z| < 7)

PMCERNETEDY (Z Ak}’n#{) z".
n=0 n=0 k=0

La série y(z) définie par yp = w et la relation de récurrence

Vnz0, (n+1)ys1= ) Aynk

n
k=0
est donc 1’'unique solution formelle. Reste a montrer qu’elle converge.

Soit r < 7. Soit ||-|| une norme sur C”, on note [||-||| sa norme subordonnée. Puisque le
rayon de convergence de A est au moins ¥, pour un certain M, on a Vk, |||A]|| < M/r*, d’ ot

n

M
(1) ynerll < Y = ynsll-
=0’

Introduisons la suite réelle (@,) définie par wy = ||w|| et
M
Vnz0, (n+1)w= Z T Dnks
k=0

et posons
n=0
Ynl| € @, pour tout n. Or par définition de o,
> 2w M M 1
o(z).

/

0@ = Y (1t Do = Y Y Gond =
n=0 n=0k=0 r

C’est la une équation différentielle réelle du premier ordre, facile a résoudre explicitement :

son espace de solutions est R- (r —z) ™, et

Par récurrence immédiate,

1
o(z) =™ ||w| ——-
@ = Il =
La série ®(z) converge donc pour |z| < r, donc y(z) aussi. Ceci étant vrai pour tout < ¥, on
a le résultat. m]

COROLLAIRE 3.2. — Les fonctions analytiques au voisinage de 0 solutions de (21) forment
un C-espace vectoriel de dimension r.

DEFINITION 3.3. — Une matrice dont les colonnes forment une base de solutions est
appelée matrice fondamentale de (21).
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Une matrice fondamentale Y (z) est donc elle-méme solution de ¥’ = AY. Toute solu-
tion s’écrit comme la produit d’une matrice fondamentale (quelconque) par un vecteur de
constantes. Les matrices fondamentales s’obtiennent les unes a partir des autres par multipli-
cation par des matrices constantes inversibles.

3.1.2. Equations scalaires. — Soient ay,...,a, : C — C des fonctions analytiques au
voisinage de 0. Considérons I’équation différentielle scalaire homogene d’ordre r, de fonction
inconnue y(z)

(22) ar(2)y"(2)+ - +a1(2)y () +ao(z) y(z) = 0.

La réduction usuelle des équations scalaires d’ordre quelconque aux systemes du premier
ordre et le théoreme de Cauchy motivent la définition suivante.

DEFINITION 3.4. — On dit que 7 est une singularité, ou un point singulier, de 1’équation
(22) si zg est une singularité d’un des coefficients ay,...,a, ou un zéro de a,. Un point qui
n’est pas singulier est appelé un point ordinaire.

On obtient alors la version scalaire du théoréme de Cauchy.

COROLLAIRE 3.5. — Si a,(0) # 0 (i.e. si 0 n’est pas une singularité), I’équation (22)
admet un espace vectoriel de dimension r de solutions analytiques au voisinage de 0, et
celles-ci sont en fait analytiques sur le disque centré en 0 s’étendant jusqu’a la plus proche
singularité de I’équation.

A nouveau, les singularités des solutions sont parmi celles de I’équation. En particulier, les
solutions d’une équation différentielle linéaire a coefficients polynomiaux ont un nombre fini
de singularités. La position des singularités se lit sur I’équation, ainsi qu’un certain nombre
de propriétés asymptotiques importantes des solutions en leur voisinage (voir section 3.2).

3.1.3. Prolongement analytique. — Soit U un ouvert de C ne contenant pas de singu-
larité de 1’équation (22), et soit ¥ : [0;1] — U un chemin tracé dans U. Au voisinage de tout
point de 7, I’équation admet une base de solutions analytiques. Deux telles solutions dont les
dérivées d’ordre 0O, ...,r — 1 coincident en un point sont égales localement, et donc sur I’in-
tersection de leurs domaines de définition. Etant donnée une solution f de (22) au voisinage
de (0), il existe donc une famille de solutions holomorphes de (22) prolongeant f dont la
réunion des domaines de définition recouvre y. Par compacité de ¥, un nombre fini d’étapes
suffit a atteindre y(1).

L application « prolongement analytique le long de 7y » ainsi définie est linéaire, c’est un
isomorphisme de 1’espace des solutions locales en ¥(0) dans 1’espace des solutions locales en
v(1). Elle ne dépend que de la classe d’homotopie du chemin 7. Sur un domaine simplement
connexe, on peut identifier les solutions prolongement analytique les unes des autres (c’est-
a-dire aussi restrictions d’'une méme solution maximale). On aboutit au résultat classique
suivant.

THEOREME 3.6. — Soit V un ouvert simplement connexe de C (ou plus généralement
d’un revétement d’un ouvert de C) sur lequel (resp. la base duquel) ay, . .., a, sont analytiques
et a, ne s’annule pas. Alors I’équation (22) admet un espace vectoriel de dimension r de
solutions analytiques sur V.

Le procédé de prolongement esquissé ci-dessus est constructif : concrétement, a partir de
I’équation (22) et de conditions initiales en zop = 0, on évalue la solution f correspondante et
ses dérivées en nombre suffisant en un point z; « pres du bord » du domaine de convergence.
On obtient des conditions initiales en z; spécifiant une solution qui prolonge f, avec un dé-
veloppement en série (au voisinage de z;) valable au-dela du disque de convergence de f en
0. Et ainsi de suite (voir figure 5).
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F1G. 5. Principe du prolongement analytique. Les points représentent les étapes de
prolongement, les croix, les singularités.

3.2. Comportement au voisinage des singularités isolées

Soit D un disque centré en 0, et soient ay, . ..,a,—1 des fonctions analytiques sur le disque
épointé D = D\ {0}. Considérons 1’équation différentielle

(23) YO +a, iy 4 agy = 0.

Si les a; admettent un prolongement analytique a 1’origine, celle-ci est un point ordinaire.
On a vu section 3.1 que dans ce cas, (23) posseéde une base de solutions holomorphes au
voisinage de 0, c’est-a-dire une base de solutions séries formelles de rayon de convergence
non nul. Supposons au contraire que O soit un point singulier.

3.2.1. Singularités apparentes. — Il peut arriver que 0 soit une singularité de (23), mais
que celle-ci admette néanmoins une base de solutions analytiques au voisinage de 0. On dit
alors que 0 est une singularité apparente.

EXEMPLE. — La singularité en 0 de I’équation
—2(z= DX+ (=)@ —2z— 1)y + (- 1)y =0,

renvoyée par gfun comme annulant la somme l%z + €%, est une singularité apparente. Intui-
tivement, cela peut s’interpréter ainsi : I’équation annule en fait chacun des deux termes

2

¢ =1t+z+5+0()

1
et E:1+Z+Z2+O<Z3>-
Par combinaison linéaire, elle a donc une solution de valuation 2. Or en un point régulier,
une solution d’une équation d’ordre 2 est déterminée par les deux premiers termes de son
développement de Taylor, et en particulier une solution de la forme O(z?) est nulle. Il faut
donc, bien que toutes les solutions y soient analytiques, que 0 soit une singularité.

Le procédé de cloture de Weyl [Tsa00] permet, étant donné un opérateur L € C[z,d], d’en
trouver un multiple 2 gauche L = KL (d’espace de solutions contenant donc celui de L) sans
singularités apparentes (1). Il en existe des implémentations. Quitte A les modifier ainsi, nous

1. Iy a un analogue pour les récurrences [ABVHO06].
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supposerons dans la suite, et en particulier dans les algorithmes, les équations différentielles
sans singularités apparentes.

3.2.2. Points singuliers réguliers, points singuliers irréguliers. — Lorsque O est une
singularité de (23), les solutions au voisinage de 0 ne sont pas déterminées de fagon unique,
au sens ou le prolongement analytique le long d’un lacet contournant 0 ne redonne en général
pas la m&me solution apres un tour. Elles possedent cependant une structure relativement
simple.

THEOREME 3.7 (voir [Hen77, §9.4 et p. 124-125]). — Sur le disque épointé D (ou son
revétement universel), toute solution f de (23) s’écrit comme une somme finie

(24) ) = Y% (logz)s;(2)
J

o les o € C, les k; € N et les s; sont des fonctions analytiques sur D.

On peut penser a (24) comme une fonction analytique définie autour de la singularité, mais
aussi comme une solution formelle en la singularité, ou un développement asymptotique. Ce
théoréme conduit a une classification des singularités des équations différentielles linéaires a
coefficients analytiques suivant le comportement des s; quand z — 0.

DEFINITION 3.8. — On dit que 0 est un point singulier régulier de (23) si pour toute
solution f de (23), les assertions équivalentes suivantes sont vérifiées :

(i) f admet une écriture de la forme (24) pour laquelle chaque s5;(z) est analytique au
voisinage de zéro ;

(ii) il existe N tel que f(z) = O(|z| ™) quand z tend vers 0 en restant confiné 2 un secteur
angulaire de sommet 0.

Une singularité apparente est un cas particulier de point singulier régulier. Un point singulier
qui n’est pas régulier est dit irrégulier.

Au voisinage d’un point singulier régulier, I’équation (23) admet une base de solutions
formelles de la forme (24), ou les s; sont cette fois analytiques sur le disque D. Ces solutions
fournissent une base de solutions analytiques sur tout secteur angulaire de sommet O contenu
dans D. Les comportements asymptotiques possibles d’une fonction holonome au voisinage
d’un point singulier régulier sont donc restrictifs. Par analyse de singularité, on en déduit des
restrictions du méme type sur les coefficients des développements [FS07, § VIL.9.1, p. 494—
496].

PROPOSITION 3.9. Soit f =Y, fuZ" une fonction analytique au voisinage de 0, solu-
tion d’une équation différentielle linéaire a coefficients analytiques. Supposons que les singu-
larités de f les plus proches de 1’origine sont de module p et sont toutes des points singuliers
réguliers de I’équation. Alors la suite f;, admet un développement asymptotique de la forme

1 finie

) ) 1
E 2]: ljnﬁ-/ (logn)k/ +0(E)

(ou Aj,B; € C avec les B; algébriques sur le corps des coefficients de 1’équation, et k; € N)
quand 7 — oo,

fn:

La situation est plus compliquée si O est un point singulier irrégulier. Il est encore possible
de donner une base de solutions formelles, cette fois de la forme

P/ 8/2) 0 Z Qn(logz)z"/”
n=0
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ou P et les O, sont des polyndmes (a coefficients complexes) de degré borné, p « Net o € C
(voir [vdHO1, §3] et les références citées). Ces développements sont en général divergents,
mais asymptotiques a des solutions sur de petits secteurs de sommet 0. Le comportement
asymptotique des solutions demeure fortement contraint.

L’analyse de singularité ne s’applique pas dans ce cas. Pour déterminer néanmoins les
comportement asymptotiques autorisés pour les coefficients d’une fonction holonome au voi-
sinage d’un point singulier régulier, on peut repasser dans le monde des récurrences et faire
appel au résultat suivant [Od195, §9], conséquence du théoreme de Birkhoff-Trjitzinsky sur
les solutions formelles et asymptotiques de récurrences linéaires [BT32] @),

THEOREME 3.10. — Soit (u,)nen une suite solution de la récurrence
(25) br(n) tpsr =+ -+ b1(n) tpy1 +bo(n) u, =0 (br(n) # 0 pour n € N).
Supposons que tous les coefficients b; admettent des développements asymptotiques
b;(n) ~p e n/! )y %
k=0
o p e N*, K € Z, et ¢, € C. Alors il existe pj,q,kj,m € Z, aj,A; € C, P; € C[z] tels que
y ~ Y AyntPi/4 iV n% (1og )i
J

(la somme est finie) quand n — co.

Un dernier point important est que dans le cas d’une équation scalaire, la nature d’une
singularité peut se lire sur les coefficients. Le théoréme suivant est démontré dans [Inc56,
§15.3, p. 365-370].

THEOREME 3.11 (Critere de Fuchs). — L’origine est un point singulier régulier de 1’ équa-
tion (23) si et seulement si pour tout j € [0,r — 1], la fonction a; est analytique en 0 ou y
admet un pole d’ordre ) <n— j.

Si les coefficients de 1’équation sont des fractions rationnelles, le critere de Fuchs fournit
un algorithme pour reconnaitre les points singuliers réguliers.

3.3. Fonctions holonomes

Soit K un corps de caractéristique nulle, pour nous généralement un sous-corps de C.
Cette section définit les suites et fonctions holonomes d’une variable sur K, et passe en re-
vue, sans démonstration, leurs principales propriétés. On trouvera les preuves des théorémes
mentionnés, ainsi que de nombreux exemples d’applications algorithmiques de 1’holonomie
qui sortent du cadre de ce rapport, dans les notes de cours [BCS07].

DEFINITION 3.12. — Une série f € K[[x]] est dite holonome, ou différentiellement finie
(abrégé en D-finie ou d-finie), si elle vérifie les conditions équivalentes suivantes :

(i) f est solution (formelle) d’une équation différentielle linéaire a coefficients et second
membre fractions rationnelles : il existe a, - . ., a,, b € K(z) tels que

ar(2) f7(2) +- - +a1(2) f/(2) +ao(2) £(2) = b(2);
(ii) f est solution (formelle) d’une équation différentielle linéaire homogene a coefficients

polynomiaux ;

2. Voir [WZ85] pour une présentation de ce théoreme plus accessible que I’article original.
3. «Pour chaque terme, ordre de dérivation + ordre du pdle < ordre de I’équation. »
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(iii) le sous-espace vectoriel sur K(z) de K((z)) engendré par les dérivées successives de f
est de dimension finie.

De méme, une fonction analytique f est dite holonome si elle est solution d’une équation

différentielle linéaire homogene a coefficients polynomiaux.

Ainsi, une fonction analytique est holonome si et seulement si ses développements de
Taylor en tout point le sont. Les fonctions expz, log(1 + z), arctanz, de nombreuses fonctions
spéciales comme les fonctions hypergéométriques, la fonction d’erreur

n2n+1
(=1

erf(z Z n!(2n+1)

ou les fonctions 1y, Jy, Ky, Yy, de Bessel, des séries divergentes comme
Y e
n=0

sont holonomes. A I’inverse, la fonction tanz n’est pas holonome (une fonction holonome n’a
qu’un nombre fini de singularités).

DEFINITION 3.13. — Une suite u = (u,), € K" est dite holonome, ou polynomialement
récursive (P-récursive), si elle satisfait les conditions équivalentes suivantes “) .

(i) u est solution, a partir d’un certain rang, d’une récurrence linéaire a coefficients et
second membre polynomiaux : il existe ag, ..., a,,b € K[z] et np € N tels que

Vnzng, ar(m)u(n+r)+---+a(n)uln+1)+ao(n)u(n) =b(n);

(ii) il existe ay,...,a, € K[z] tels que

VneN, amun+r)+---+a(n)u(n+1)+ao(n)u(n)=0.

La suite de Fibonacci (F,) solution de Fi0 = Fy1 + F,,, la factorielle n!, les nombres
harmoniques H, = 1 + +-- + -, les nombres de Catalan m (2 ) ou encore d’innombrables
suites issues de la combmatoue, fournissent des exemples de suites holonomes.

PROPOSITION 3.14. — Une série f € K[[z]] est D-finie si et seulement si la suite ( f;,)nen
de ses coefficients est P-récursive.

La démonstration est constructive, et sera le point de départ du procédé d’évaluation des
fonctions holonomes par scindage binaire. (Voir aussi la section suivante.)

Sur un corps comme QJi], toute fonction holonome peut étre spécifiée par une description
de longueur finie, a savoir une équation qui ’annule et un nombre suffisant de conditions
initiales. Fait marquant, I’égalité a zéro des suites et séries holonomes est décidable : avec
une description par équation et conditions initiales, il suffit de vérifier que les premiers co-
efficients en nombre convenable sont nuls. Cela en fait des objets intéressants pour le calcul
formel, et ce d’autant plus que les classes des suites et séries holonomes sont closes par
plusieurs opérations usuelles.

A nouveau, toutes ces propriétés de cloture sont effectives. La plupart sont implémentées
dans gfun.

4. L’analogue en termes de décalés successifs de la condition (iii) de la définition des fonctions D-finies n’a pas
de sens en présence de pdles entiers. Il devient correct pour les germes a I’infini de suites d’éléments de K, auxquels
la notion d’holonomie s’étend [Sta80].
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PROPOSITION 3.15. — Les suites holonomes d’éléments de K forment une K-algebre.
Les séries holonomes de K[[z]] forment une K-algebre close par dérivation, intégration, pro-
duit d’Hadamard

fog= angnzna
n=0

et en particulier transformée de Laplace formelle

Lfx)=z i n! fu?"
n=0

directe et inverse.

PROPOSITION 3.16. — Les fonctions algébriques sont holonomes. Plus généralement,
la classe des séries holonomes est close par substitutions algébriques sans terme constant :
c’est-a-dire que si f est une série algébrique et g une série holonome, alors go f est holonome.

En revanche, 1’inverse d’une série holonome ou la composée de deux séries holonomes ne
sont holonomes que dans des cas trés particuliers.

34. Equation indicielle et récurrence (coefficients polynomiaux)

Dans le cas d’une équation différentielle a coefficients polynomiaux, voyons maintenant
comment déterminer les solutions au voisinage d’un point régulier (c’est-a-dire ordinaire ou
singulier régulier) qui ne contiennent pas de facteur logarithmique. Pour obtenir tout du long
des expressions explicites, on ne suppose plus que le point de développement est I’origine.

Si zp est un point régulier de 1’équation, celle-ci s’écrit d’apres le critere de Fuchs (théo-
reme 3.11)

(26) (z—20)"ar ()Y (2) + -+ (z—20)a1 () (z) + a0(2)y(z) = O

ou les a; sont des polyndmes et a,(zp) # 0. On en recherche les solutions séries formelles (5)
d’exposant o € C, i.e. s’écrivant

=

@7 @) = (2=20)* Y e (2= 20)",
n=0

avec ch] # 0. On convient que c,[fx] =0 pourn <O0.

En dérivant I’expression générale, on obtient :

YW@= Y d¥ - a)nta—1)...(n+a—j+1)(z—z)
n=0

puis
(z—20)yW(2)=Y A+ a)l (z—z0)
n=0
Injectons cette derniere expression dans (26), et réécrivons les coefficients qui apparaissent
comme des polyndmes en z —zg :

=

Y ((n+a)a() +‘~+a0(z))c£1a] (z—20)" =0
n=0

=tug(n+a)(z—20)" + - +uo(n+a),
ce qui revient a poser

ug(X) (z—z20) + -4 uo(X) =X"a,(2) +---+Xay(z) +ao(2),

5. En fait, les solutions que I’on obtient ainsi sont convergentes : voir [Hen77, théoreme 9.5a], [Inc56, §16.2].
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ou d = max;dega; et les u; € K(zo)[X]. Notons que les u; sont de degré borné par I’ordre r
de I’équation différentielle. En extrayant le coefficient de (z —zp)", il vient

[o]

Vn € Z, up(n+a)cy +...+ud(n—d+a)c,[ﬂd:07

z PRT- P . a z
une récurrence vérifiée par les coefficients cL I d’un développement d’exposant (.

Lordre de la récurrence est s < d < r—+ D, ou D est le degré maximal des coefficients
(polynomiaux) de I’équation. La premiere inégalité peut éventuellement Etre stricte, si jamais
un des u; s’annule ; la deuxieéme provient de ce que les degrés des a; augmentent au plus de r
par rapport aux degrés en z des termes correspondant de 1’équation initiale.

On a convenu que c([)‘x] est le premier CLOC]
se réduit a up(a) = 0.

non nul : aussi, pour n = 0, I’équation précédente

DEFINITION 3.17. — L’équation ug(a) = 0 s’appelle I’équation indicielle de I’équation
différentielle (26) en zg.

On vient de montrer que les exposants possibles étaient parmi les racines de 1’équation
indicielle (en particulier, il y en a au plus r). Inversement, si ¢ est une racine de ug telle que
up(a 4+ n) # 0 pour n entier > 0, la récurrence admet une unique solution pour c[oa] donné,
de sorte qu’il existe exactement une droite de solutions séries (27) d’exposant ¢¢. C’est vrai
en particulier dans le cas ou ¢ est la « premiere » d’un ensemble de racines d’espacements
entiers — on a donc trouvé autant de solutions de la forme (27) que le polyndme indiciel ug
admet de racines distinctes modulo 1.

r—i

REMARQUE. — Si zp est un point ordinaire, pour tout i, a;(z) est divisible par (z—z9)" ",
et seul le terme X " a,(z) contribue 2 1’équation indicielle, qui est donc o' = 0. Ses racines
sont des entiers consécutifs, donc I’argument ci-dessus s’étend — on a une solution a la ré-
currence pour des conditions initiales spécifiées en ses entiers. On retrouve I’existence d’une
base de solutions séries déterminées par leurs r premiers coefficients.

De méme, en une singularité apparente, I’équation indicielle correspondante admet r so-
lutions entiéres positives distinctes. (Cette condition n’est pas suffisante [Inc56, §16.4] :
prendre z2y" — 4y’ + (4 —2)y.)

REMARQUE. — De fagon analogue, les exposants maximaux de z — zo pouvant apparaitre
dans une solution série de Laurent & I’infini de la forme

0
(z—20)P Z, en(z—20)",

et en particulier dans une solution polynomiale, sont donnés par les racines de ug (si celui-ci
est non nul, et du premier «; non nul sinon).



CHAPITRE 4

EVALUATION ET PROLONGEMENT ANALYTIQUE NUMERIQUE

Nous voici maintenant au cceur du sujet. L’objet de ce chapitre est de montrer comment
utiliser les algorithmes du chapitre 1 pour évaluer rapidement une fonction holonome (spéci-
fiée par une équation différentielle et des conditions initiales) jusqu’a de grandes précisions
de I’ordre de plusieurs dizaines de milliers de chiffres décimaux, le long d’un chemin de
prolongement analytique quelconque.

Débutons par un exemple simple mais typique : arctanz. Elle est solution de 1’équation
homogene (1 + z2)y” +2zy' = 0, qui posséde deux singularités complexes, en +i. Les algo-
rithmes de ce chapitre, partiellement implémentés dans NumGfun, permettent tout d’abord
d’en calculer des valeurs, dans le disque de convergence :

> deq := diffeqtohomdiffeq(holexprtodiffeq(arctan(z),y(z)),y(z))

> ac_eval(deq, y(z), [0,1/2], 30);
0.463647609000806116214256231461

ou en-dehors :
> ac_eval(deq, y(z), [0,1/2,3/4,5/4], 30);

0.896055384571343956174800718029

Il est aussi possible de calculer la matrice de prolongement analytique (au sens détaillé §4.2.1)
d’une équation différentielle le long d’un chemin de prolongement analytique a sommets
dans Q(i). Toujours avec 1’équation vérifiée par arctanz, on peut par exemple contourner la
singularité en i pour obtenir les valeurs des solutions fondamentales en 2i :
> transition_matrix(deq, y(z), [0,(1+I)/2,3*(1+I)/4,1+1,
1/2+7*1/4,2*%1], 10);

1.0000000000 1.5707963267 +0.54930614431
0. —0.3333333333

En faisant de méme le long de boucles entourant chaque singularité, on obtient une méthode
de calcul numérique de la monodromie (voir §4.2.3).
Du point de vue des performances, toujours sur I’exemple de I’arctangente, le temps de
calcul est comparable a celui de evalf pour une précision de 100000 chiffres
> time(ac_eval(deq, y(z), [0,1/3], 100000)),
time(evalf[100000] (arctan(1/3)));

18.919,19.609

et nettement plus faible si on en demande cinq fois plus (132 secondes de calcul contre
441). Mais il s’agit d’une fonction élémentaire pour laquelle Maple dispose d’un algorithme
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spécifique (une variante de celui de [Bre76a]). La comparaison est plus favorable pour des
fonctions moins particulieres. Prenons le cas des fonctions d’onde sphéroidales, solutions de

(1=22)y" —2(b+1)zy + (c —4g)y =0,

qui interviennent en physique dans I’étude de I’équation des ondes en coordonnées elliptiques
ou en coordonnées sphéroidales :
>b :=1: c :=0: q := 1:
> time(ac_eval ({(1-z*2)*diff(y(z),z,z) - 2*(b+1)*z*diff(y(z),z)
+ (c-4*q*z*2)*y(z), y(®=1, D(y)(®=0}, y(z), [0,1/3],1000));

0.532

Maple ne dispose pas a ma connaissance de fonction pour calculer numériquement avec une
précision garantie (ou simplement a plus de quelques chiffres significatifs) des solutions
d’équations holonomes arbitraires. Dans ce cas particulier, on peut cependant obtenir une
valeur numérique par evalf, en exprimant la fonction définie ci-dessus a 1’aide des fonctions
de Heun (solutions générales, a des changements de variable pres, de 1’équation d’ordre 2 a
4 points singuliers réguliers) :

> time(evalf[1000] (subs(z=1/3,HeunC(0,-1/2,b,q,1/4-b/4-c/4,2+2))));

1.572

Le scindage binaire est ici pres de trois fois plus rapide des la précision 1000.

Théoriquement, les algorithmes a base de scindage binaire donnent la meilleure com-
plexité connue pour la classe complete des fonctions holonomes. En revanche, comme dans
le cas des constantes, il est fréquent que 1’on sache faire mieux dans des cas particuliers. No-
tamment, des algorithmes a base de moyenne arithmético-géométrique [Bre76b] permettent
d’évaluer a précision absolue 107" les fonctions élémentaires (exp, log, les fonctions trigo-
nométriques directes et inverses) sur des arguments flottants en temps O(M(n)log(n)). Le
scindage binaire égale cette complexité pour 1’évaluation de séries « a convergence rapide »
en des points pris dans un corps de nombres. Au-dela, 1’alternative a base de scindage binaire
est I’algorithme bit burst, qui s’applique a toutes les fonctions holonomes, mais demande
O(M(nlognloglogn)) opérations dans les cas favorables, et ®(M(nlog®nloglogn)) opéra-
tions en général. La partie du manuel du logiciel YACAS consacrée aux algorithmes qu’il
implémente [Yac07] décrit plusieurs algorithmes efficaces pour I’évaluation de nombreuses
fonctions usuelles.

Mais revenons au résultats précédents, et voyons plus en détail comment on y aboutit.

4.1. Point algébrique dans le disque de convergence

Soit f une fonction holonome, spécifiée par une équation différentielle linéaire homogene
a coefficients polynomiaux

(28) ar(2) f )+ +ao(z) f(z) =0

et des conditions initiales f(zo),...,f" " (z9) données en un point ordinaire zo de (28). On
suppose que la singularité de 1’équation la plus proche de zp se trouve a distance p > 0, de
sorte (§3.1) que toute solution formelle de (28) a un rayon de convergence au moins égal a p.

On cherche a calculer une approximation f(z1) de f en un point z; & distance |z; —zo| < p
de zp, a la précision absolue

fz) - f(z)| <e=107".
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Le point de départ zg, le point d’arrivée z; et les coefficients des polyndmes ay,...,a, sont
pris dans un corps de nombres DKcc. 1 n’y a pas de difficulté supplémentaire a supposer
en revanche les conditions initiales données par des programmes d’évaluation.

Pour calculer f(z;), on I’approxime par une somme partielle

m—1
(29) Y i (o1 —z0)"

n=0

du développement en série de f en zp. Nous verrons au chapitre 5 comment déterminer au-
tomatiquement un nombre de termes m convenable. Bornons-nous pour I’instant a constater
que d’apres la regle de Cauchy donnant le rayon de convergence d’une série entiere,

1
) > limsup|f,£z°]|1/”

n—oo0

de sorte qu’il suffit de prendre

1 P
(30) moes ————s— | pHlogg ———+ | ~poewo ——p—
log10 17 =] - ‘leim logio 7]

pour obtenir

Y @ -z <e.

Notons d une borne sur les degrés des polyndmes a; apparaissant dans I’équation (28), £
une borne sur la taille en bits des points de départ zg et d’arrivée z;, et ¢ = [K: Q] le degré de

s Z Z . < sz N .
K. La suite f,£ o) vérifie une récurrence linéaire a coefficients dans K[n],

GD by(m) 4+ bofi® =0,

d’ordre s < r+d, a coefficients de degré < r (voir sa construction §3.4). Le terme général
Up = fVEZO] (z1 —20)" de (29) satisfait donc

(32) bs (Il) Un+ts + (Zl - ZO)bsfl (I’l) Unts—1 +- (Zl - ZO)SbO (Il) Uy = 0.

Apres réduction de toute I’équation au méme dénominateur, les entiers apparaissant dans (32)
sont de taille O(h). A partir de cette récurrence, on peut calculer les sommes partielles (29)
au moyen de I’algorithme par scindage binaire (§1.3) en utilisant une des deux traductions
matricielles décrites §2.3. D’apres la proposition 2.1, la complexité du calcul est

33) <((2g- DL+ I)M(%(rlog%erO(Elogm))) (1+0(1))

N ((Zq— 1)L+ 1)

~ M ( p(rlogs p+ O(flog p 1+o(1
210g107k1620‘ ( (rlogz ( )))< )

ol p,{ — oo, Dans ces formules, L représente la complexité en nombre de multiplications
d’entiers du produit de matrices de rationnels de taille s+ 1 denses ou de la forme (19).
D’apres les sections 2.2.2 et 2.3, on peut prendre

L<s? [%W%—(Zs—l){

N

ZJ +52 s+ 1.

1. Dans I'implémentation, je me suis limité a K = Q(i). Ce choix a plusieurs raisons : premiérement, la mani-
pulation efficace de matrices d’algébriques semble, apres quelques essais, assez délicate en Maple. Deuxieémement,
c’est une restriction moins importante qu’on pourrait le croire, car 1’algorithme bit burst (§4.4) fournit une alter-
native, peut-étre méme plus efficace, pour I’évaluation en des points quelconques de solutions d’équations dont les
coefficients sont dans Q(i).
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La constante () cachée dans I’expression O(¢log p) provient essentiellement des réductions
au méme dénominateur dans la récurrence (32).

Pour des séries de rayon de convergence infini (« a convergence rapide »), d’apres le
théoreme 3.10, on peut prendre m = O(p/log p) au lieu de m = O(p). La complexité totale
du calcul diminue en conséquence de ®(M(p(log® p + flog p))) a O(M(p(£+1logp))).

4.2. Prolongement analytique

L algorithme précédent s’étend pour évaluer f en n’importe quel point de sa surface de
Riemann. Suivant I’idée énoncée §3.1.2, a partir des conditions initiales données en zp =
0 dans la définition de f, on calcule de nouvelles conditions initiales définissant la méme
fonction au voisinage d’un point z; du disque de convergence, puis en un point z» du disque
de convergence des séries solutions en zj, et ainsi de suite aussi longtemps que nécessaire.

4.2.1. Matrices de passage. — Plus précisément, on calcule a chaque fois une matrice
de passage de z; a zj+1, au sens suivant.

CONVENTION. — On appelle base canonique de solutions en zy de (28) la base
(Szo002+ > Siz0)
des solutions séries de Laurent donnée par les conditions suivantes :

val fi o <--- < valfj 1 et "o ] fro1 = 1i=Jjl.

Cette formulation a un sens y compris pour les solutions séries (sans facteurs logarithmiques)
en un point singulier régulier. En une singularité apparente, on a k = r — 1. En un point
ordinaire, cette définition revient simplement a imposer que

f[zO,O](Z) = 1 —|—a0’](z—Z0)”_|_...
f[zo,l](z) = (Z_ZO) +a0,2(Z_Z())r+---
Sror-11@) = (z—20)"' +ao,—1(z—z0)" +-

On appellera solutions fondamentales de 1’équation les éléments de la base canonique de
solutions, et conditions initiales en z( les coordonnées d’une solution dans la base canonique
€n zp.

Si z; est un point du disque de convergence des solutions séries en zy, la matrice de passage
M, .., de zo a z; est définie par

f[lZU,O](Zl) s f[/z()lrfl](zl)
I o(z1) o a(z)
I i [20,0] [zo,r—1]
Mzo%m L,f[iij]( )]u:
’ (r-1) (1)
o @) ey @)

C’est la matrice de I’application « prolongement analytique » le long du segment [zo,z1],
exprimée dans les bases canoniques respectives des espaces de solutions locales en zg et z;, au
sens de la convention ci-dessus ®). C’est aussi (éventuellement a des facteurs constants pres)
I’évaluation en z; d’une matrice fondamentale en zo du systeme associé a (28). Naturellement,

2. On peut la borner par 2¢(d + 1) (s + 1)> < 2¢(d + 1) (r+d + 1), mais la signification concréte de cette borne
est douteuse...

3. Sil’on identifie les solutions qui sont des prolongements les unes des autres, ¢’est encore la matrice de passage
entre la base canonique en z et la base canonique en z;, vues comme deux bases de I’espace des solutions maximales
(sur un ouvert simplement connexe, disons).
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la notion s’étend au prolongement analytique le long d’un chemin quelconque, et on a alors
la régle de composition My, .z .;, = My .., M .-, .

4.2.2. Calcul. — La matrice M,, ., (ol z; est dans le disque de convergence des solu-
tions en zp) peut étre calculée en appliquant 1’algorithme d’évaluation par scindage binaire
aux fonctions fi, ;) et a leurs dérivées — qui sont elles-mémes des fonctions holonomes.
L’algorithme de prolongement analytique numérique le long d’un chemin polygonal

O=z0—z21—22— " —2nm

d’une fonction f se résume essentiellement a calculer ainsi les matrices de passage corres-
pondant a chaque pas puis a former leur produit

MZm—l“Zm o 'Mz1ﬂzz 'Mzoﬂm .

L’organisation des calculs et le contrdle de la précision demandent néanmoins un peu de soin.

Les versions détaillées ci-dessous suivent de pres I’implémentation. L’équation (28) est
fixée dans tout I’algorithme, de méme que le corps de base K. On suppose précalculée une
récurrence « générique » vérifiée par les coefficients de fi, ;;(z), exprimée en fonction du
point a (et, pour ce qui est des conditions initiales, de I’indice j de la solution). Pour chaque
pas de prolongement z; — z;+ 1, on suppose aussi disponible une série majorante pour les .. .,
et une borne correspondante sur les restes des f],, | (zi+1). (Le calcul de ces bornes fait 1’objet
du chapitre suivant.) Enfin, il est entendu tout du long que les opérations (produits matriciels,
reconstruction de matrices a partir de lignes) sont faites en gardant séparés numérateurs et
dénominateurs pour éviter les calculs de pged.

PROCEDURE (Matrice de passage pour un pas). — Entrée : un pas de prolongement zy —
1, une précision absolue €. Sortie : une approximation numérique M de M, ., telle que
|||M_Mzoﬂz1 |||2 SE
S1. Si zp = z1, renvoyer I’identité.

S2. Calculer une récurrence (R) annulant la suite a, des coefficients de Taylor des fi; |(z)
en spécialisant la récurrence générique par la substitution a = zg. Soit s son ordre.

S3. Pour & (ordre de dérivation) de O a r — 1

a. Calculer la matrice s x r de conditions initiales de la récurrence

! i
= E(f[(z];),-])i (z1 —20)

ie[0,s—1]
Jjelo,r—1]

b. Calculer le nombre N de termes nécessaires pour évaluer f*)(z;) a précision €/r a
I’aide des algorithmes du chapitre suivant.

c. Calculer par scindage binaire le vecteur ligne L représentant la forme linéaire « N1-
ieme terme » (en fonction des s premiers) des solutions de (R).

d. Calculer ¢y :=L-1.

e. Remplacer (R) par une récurrence annulant (n+ 1)a,41, ¢’est-a-dire les coefficients
de Taylor des fé’;ﬁl). Ajuster les conditions initiales (en déroulant la récurrence pour
calculer a,4¢).

S4. Renvoyer la matrice de lignes ¢;,...,¢,_1.
En n’effectuant que la premiere itération de la boucle, on obtient la matrice ligne des

valeurs des solutions fondamentales en z;. Multipliée par un vecteur colonne de conditions
initiales en zo, elle donne la valeur en z; de la solution correspondante.
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Pour obtenir la matrice de passage le long du chemin de prolongement complet, on appelle
la procédure précédente pour chaque pas, et on multiplie par scindage binaire les matrices
obtenues. L’estimation de 1’erreur sur un produit de matrices connues approximativement

A8 —AB| < A8 — Bl + Il B]I1I1A — Al

justifie les ajustements de précision effectués pour les appels récursifs.

PROCEDURE (Matrice de passage le long d’un chemin de prolongement analytique)
Entrée : un chemin P =zp — - -+ — z;,, une précision absolue €. Sortie : une approximation
numérique M de Mp telle que ||M — Mp|||, < €.
P1. Sim <0, renvoyer I’identité. Si m = 1, appeler la procédure S et renvoyer le résultat.
P2. Soient P[O] =20 =" = Z|m/2 etP[l] =Zm/2)+1 = " Zme Pouri € {0, 1}
a. Calculer une borne By ; sur [||[Mp(;_; [||2 (voir ci-dessous).
b. Calculer récursivement la matrice Mpy; a précision €/(2B1—;).
P3. Renvoyer Mp := Mp[;1Mp[g).

Enfin, pour obtenir une valeur en z,,, il suffit de calculer la matrice de passage de zg a z,,—1,
la premiere ligne de celle de z,,—1 a z,,,, d’en faire le produit et de multiplier le résultat par le
vecteur des conditions initiales, au sens des conventions de la section précédente.

PROCEDURE (Evaluation numérique). — Entrée : un chemin zg — --- — z,,, une équa-
tion différentielle (E) non singulidre en zo, avec des conditions initiales f(zo),. .., """ (zo)
définissant une unique solution f, un nombre de chiffres décimaux p > 1. Sortie : une ap-

—~— —~—

proximation f(z,,) de f(zx) telle que |f(zn) — f(zm)| < 107P.

El. Calculer le vecteur I = [f/)(zg)/!] jeo,r—17 des conditions initiales définissant f.

E2. Poser € = 1077/(m||I||,). Calculer une borne B sur |||M, ..., ,|l|> (voir ci-dessous).
E3. Calculer la premiére ligne Q de M, .., a précision < £/B en appelant la procédure S.

E4. Calculer la matrice M, ..., , aprécision < (m—1)e/|Q||, en utilisant la procédure
P.

ES. Calculer L=Q-M,, ..., ,.C’est une matrice ligne qui représente la forme linéaire
qui, a des conditions initiales exprimées dans la base canonique en zg, associe la valeur
de la solution qu’elles définissent en z,,.

E6. Calculer une valeur approchée 7 € K" de I a précision < €/ ||L||,.
E7. Renvoyer une approximation flottante a p chiffres apres la virgule de L- 1.

Pour calculer les bornes sur les matrices de passage, une solution est d’utiliser les majo-
rants du chapitre suivant. Précisément, si g(z) est une série majorante pour f(z; +z), alors

1 .
19— 2 < i (9 (01 ).

et on obtient une borne sur la matrice de passage le long d’un chemin quelconque en multi-
pliant des facteurs de ce type correspondant a chaque pas (4). Une autre possibilité, a priori
plus fine mais plus délicate a implémenter, consisterait a calculer a petite précision la matrice
de passage que 1’on souhaite borner.

La complexité globale du prolongement analytique est (essentiellement) de (m — 1)r+ 1
appels a I’algorithme d’évaluation par scindage binaire pour le calcul de la valeur en z,, de
n’importe quelle solution, et de mr appels pour celui de la matrice de passage complete.
Mais le coiit des étapes est variable, et dépend du choix du chemin. Nous reviendrons 1a-
dessus §4.3.

4. Une facon de faire commode est de mimer la structure récursive de 1’algorithme de prolongement analytique
en remplissant une table de mémofisation pour ne calculer qu’une fois la borne pour chaque pas.
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4.2.3. Application : monodromie numérique. — Considérons une équation différen-
tielle linéaire a coefficients analytiques

(34) a,y\") 4 +agy = 0.

Notons S C C I’ensemble de ses points singuliers, supposés isolés. Soit y: [0;1] — C\ S
un lacet de base y(0) = zp, et soit f une solution de I’équation au voisinage de zp. On peut
prolonger f le long de 7y suivant la procédure de la section 3.1.2, obtenant ainsi une fonction
g, définie sur un voisinage de z( et solution de (34). Si y est homotope au lacet nul, g coincide
avec f, mais si ¥ entoure une ou plusieurs singularités, g est en général une solution de (34)
différente de f.

Le prolongement analytique le long de 7, ou de tout lacet homotope a ¥, définit un isomor-
phisme f — g de I’espace E ~ C" des solutions en zg. La représentation linéaire du groupe
fondamental de point base zo de C\ S

M:m(C\S,z0) — GL(E)
Yy — frg

ainsi définie est appelée monodromie ®) (de base zo) de I’équation (34). Son image imM C
GL(E) est appelée le groupe de monodromie de 1’équation. A conjugaison prés, ces notions
ne dépendent pas du point base.

Si { est une singularité et si ¥ est un lacet (de base zo) qui fait une fois le tour de cette
singularité, en laissant les autres a I’extérieur (formellement, d’indice 1 par rapport a ¢ et
d’indice nul par rapport aux autres singularités), on appelle monodromie locale en { la trans-
formation M () subie par les solutions lors du prolongement analytique le long de . Les mo-
nodromies locales (de méme point base) en les différentes singularités engendrent le groupe
de monodromie. La matrice de passage d’un point ordinaire zo a lui-méme le long d’un che-
min contournant une singularité est précisément la matrice de la monodromie locale dans
la base canonique de solutions en zp. Ainsi, 1’algorithme de prolongement analytique de ce
chapitre fournit un moyen de calculer numériquement la monodromie locale des équations a
coefficients polynomiaux :

> deq := diffeqtohomdiffeq(holexprtodiffeq(arctan(z),y(z)),y(z));
(0)=0,D(y)(0)=1,-2 < (2)+ (=1~ Z)CL2 (z)
y =U, Dy =1, Zdzyz Zdzzyz

> local_monodromy(deq, y(z), I, 0, 30);

1.000000000000000000000000000000  3.141592653589793238462643383279
0 1.000000000000000000000000000000

> local_monodromy(deq, y(z), -I, 0, 30);

1.000000000000000000000000000000 —3.141592653589793238462643383279
0 1.000000000000000000000000000000

>b :=1: c:=1:d :=1: q :=1

> deq := {(1-z+2)*diff(y(z),z,z) - 2*(b+1)*z*diff(y(2),z)
+ (c-4*q*z*2)*y(z), y(0)=1, D(y)(0)=0}:
local_monodromy(deq, y(z), 1, 0, 10);

0.9999999999 — 0.22675711371 1.41059624141
—0.03645181171 1.0000000000 + 0.22675711371

5. Sur la notion de monodromie, et pour quelques exemples de calculs analytiques de groupes de monodromie,
voir [vdPS03, chap. 1 et 5] ou [Inc56, §15.9].
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Une autre méthode de calcul de la monodromie d’une fonction holonome utilisant 1’éva-
luation numérique par scindage binaire est esquissée dans [vdHO01, §4.2.5]. Dans le cas parti-
culier important des fonctions algébriques (ou les matrices de monodromie sont des matrices
de permutation, et peuvent donc étre calculées exactement), un certain nombre d’approches
concurrentes existent : voir le compte-rendu de I’exposé d’A. Poteaux annexe B.

4.3. Chemins de prolongement

On a vu que le nombre de termes de la série de Taylor a sommer pour 1’évaluation d’une
fonction holonomes était fonction du rapport des distances du point de développement en
série au point d’évaluation et a la singularité de 1’équation la plus proche. La complexité du
prolongement analytique numérique dépend donc fortement du chemin suivi, alors que le
résultat ne dépend que de la classe d’homotopie de ce chemin. Il y a un compromis & faire
entre nombre et longueur des pas de prolongement d’une part, et rayon de convergence des
solutions au point de départ de chaque pas d’autre part, pour trouver une « bonne » ligne
polygonale qui discrétise un chemin donné.

L’objectif serait d’obtenir un programme qui, a partir d’une description minimale d’un
point sur la surface de Riemann d’une fonction (soit par un chemin quelconque, soit en termes
de branches de la fonction relatives a des coupes conventionnelles du plan complexe données
dans sa description), choisisse automatiquement un chemin « optimal » pour atteindre ce
point a partir de celui ou la fonction est connue. Il est possible de donner une réponse rela-
tivement satisfaisante a ce probleme, au moins dans le cas ol 1I’équation ne possede qu’une
singularité. (Cependant, le choix automatique du chemin n’est pas implémenté dans la ver-
sion actuelle de NumGfun.) Nous allons voir en particulier que méme a I’intérieur du disque
de convergence, il est souvent préférable d’évaluer une fonction en plusieurs pas de prolon-
gement analytique, surtout si le point visé est proche du bord du disque.

4.3.1. Equation avec une seule singularité finie. — Sans perte de généralité, supposons
que la singularité se trouve a 1’origine, et que les conditions initiales sont données au point 1.

DEFINITION 4.1. — Soit y: [0,1] — C un arc rectifiable non nécessairement fermé. On
appellera indice de y autour de a ¢ im 7 le réel

ind —L/ dz
ay_Zﬂ:i yz—a'

Intuitivement, ind, y représente le nombre de tours que fait y autour de a. On a

y(1)—a
7]((0)_61 [27].

L’indice caractérise la classe d’homotopie a extrémités fixées de y dans C\ {a}.

2w ind, Yy = arg

HEURISTIQUE. — Pour calculer le prolongement analytique de f de 1 a K € C le long
d’un chemin d’indice @, utiliser le chemin polygonal

1= (14w = (14+w)? == (1+w)" ' =K
ou w € C est 'unique solution de la forme
(35) w = eloglKI+io)r 1 4 [0 1]
de I’équation

14+w
w

(36) \w\log|w|+Re(|w| 1og(1+w)) =0,
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F1G. 6. Choix du chemin de prolongement analytique. Le rapport 1 +w de deux
points successifs est lintersection de I’ovale d’équation (36), et de la spirale pa-
ramétrée par (35) (au changement de coordonnées 7z =1+ w pres). Cette derniére
représente une version « continue » du chemin de prolongement.

et w € QJi] est une approximation de petite taille de w. (Voir figure 6 ©))

Intuition. — Considérons un chemin de prolongement
2o=1—>z1— - —z,=K.

Le colit d’un pas de prolongement analytique de z; a 74 est approximativement proportion-
nel au nombre de termes de la série de Taylor de la solution que 1’on somme, lui-méme donné
par (30). Le nombre total de termes calculés lors du prolongement analytique est asymptoti-
quement proportionnel a

m—1 1
(37
r lOg ‘Z./‘
J IZ/+1*Zj‘
quand la précision d’évaluation grandit.
Posons |
Zj+1 —2Zj i
wWij=———=rje" et r)= .
/ Zj / 8(r) logr

Minimiser (37) se rameéne a maximiser 7| g(r;j) sous les contraintes

m
€ [0;1], 0, €l-m,x[, 7.0):=[](1+re®) —K=0.
j=1
Pour un m fixé, introduisons le lagrangien

A(7,6,A,1) = Zgrj +ARef(7,0)+uImf(7,6), AucR,
=

6. Cette figure est cependant trompeuse dans la mesure ot, pour parcourir un chemin qui fait plus d’un tour
autour de la singularité, il est général préférable de réutiliser les données calculées lors du premier tour. [Merci a
Adrien Poteaux pour cette remarque !]
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2 3 35 7 15~
4 3252151

h(w)| (et argh(w) en

FIG. 7. La fonction h : w— (1+w)/(wlog?|wl|). A gauche,
nuances de gris) en fonction de x = log|w| et y = argw. A droite, coupe pour

weRT.

qui s’écrit encore

oa=A—iu.

3

A=) g(rj)+Re(af) avec

1

J

Notons
P = H(l + re'%) = K .
k#j T4wj

En un maximum local, on a
oA 0.
= g’(rj) —I—Re(ae’eij) =0

(38) o,
oA 0,
(39) 96 = Re(ae'iir;P;) = 0.

L’équation (39) entraine que ae’® Pj € R, et (38) se réécrit donc g'(r;) + Oceieij =0, soit

encore
1+w;
. J !
vJ, wjlg (fwj]) = —aK.
Wj
11 suffirait que la fonction de w; au membre gauche soit injective pour conclure que w; est in-

dépendant de j. Malheureusement, pour la fonction de coiit g(r) = 1/logr qui nous intéresse,

c’est faux (figure 7).
Admettons cependant que les w; sont constants, i.e. que le chemin optimal est donné par
Zj= (l—i—w)j, j=0,....m
pour un w = re'®. 11 s’agit alors de déterminer la « bonne » valeur de m. En faisant maintenant
de A une fonction de m, I’analogue du calcul précédent donne

oA _ mg (r) +Re(mae® (1+w)" 1) =0

(40) 5 =
on . o1y _
41) 0 =Re(iaw(l+w)""")=0

(42) 3—2 =g(r)+Re(a(l+w)"log(l+w))=0.
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F1G. 8. Chemins « optimaux » particuliers. Aux intersections de l’ovale avec I’axe
des abscisses, on trouve les valeurs de w pour un chemin radial s’éloignant ou s’ ap-
prochant de la singularité : respectivement w ~ 0,32 et w = —0,5. A Uintersection
2mi/17 _q

>

avec le cercle de centre —1 et de rayon 1, on lit w ~ —0,07 + 0,36i ~ e
qui donne le pas de discrétisation approprié pour contourner la singularité.

De (40) et (41), on tire e "9¢’(r) = (1 +w)™~!, d’o1 en reportant dans (42)
g(r) —&—Re(e*ieg’(r)(l +w)log(l1+w))=0

qui devient (36) en remplagant g(r) par sa valeur. La valeur de K et la classe d”’homotopie du
chemin recherché (donnée par ¢) finissent de déterminer w. O

Cette regle est énoncée pour le prolongement analytique. Pour I’ évaluation d’une fonction,
il faut prendre en compte le cofit moindre du dernier pas, out I’on ne calcule que la premiere
ligne de la matrice de passage.

4.3.2. Cas particuliers. — Pour un chemin qui s’éloigne radialement de la singularité
(K réel > 1), I’heuristique commande de prendre 8 = 0 et I’équation (36) se simplifie en

(14+w)log(l14+w)+wlogw =0,

équation équivalente a celle donnée par Chudnovsky et Chudnovsky dans ce cas [CC87,
prop. 4.1] [CC90, prop. 4.3]. Numériquement, on obtient 1 +w ~ 1,318 (voir figure 8). De
méme, pour un chemin allant droit sur la singularité (0 < K < 1, 8 = ), il vient

(w—1)log(w—1)+wlogw =0,

d’ott 1 +w = 1/2, comme indiqué par van der Hoeven [vdH99, §4.1]. Enfin, si le point de
départ et le point d’arrivée sont situés sur un cercle centré en la singularité, la valeur de 1 +w
obtenue est trés proche de e2m/17 - on retrouve le fait, mentionné dans les deux articles cités,
que le chemin optimal pour faire un tour complet autour de la singularité est un heptadé-

cagone régulier. Sans surprise, le cofit d’un tour est indépendant du rayon du cercle. Cette
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regle englobe donc celles données précédemment pour le prolongement analytique optimal

des fonctions holonomes (7).

4.3.3. Remarques. — Le raisonnement s’applique en 1’état dés que 1’on cherche a mi-
nimiser la somme des ordres de développement le long d’un chemin de prolongement, in-
dépendamment de 1’algorithme de prolongement ou du fait que la fonction a prolonger soit
holonome. En passant, il dépend aussi beaucoup plus de la contrainte sur la forme du chemin
que de la fonction de cofit g. Il est tentant de conjecturer que les chemins obtenus sont effecti-
vement les chemins optimaux dans le cas d’une singularité. (Les cas particuliers mentionnés
ci-dessus sont donnés sans preuve détaillée, et je n’ai pas réussi a en reconstituer de preuve
complete. Les problemes que j’ai rencontrés sont pour 1’essentiel les mémes que ceux qui
font que « I’intuition » ci-dessus n’est pas une démonstration.)

Par ailleurs, suivant une remarque d’A. Poteaux dans le cadre de la monodromie des fonc-
tions algébriques [Pot07], il peut étre préférable de parcourir « a I’envers » un chemin de
prolongement qui s’éloigne de la singularité, puis d’inverser la matrice de passage obtenue.
Le coiit élevé de I’inversion de matrices de grands rationnels et les problémes supplémen-
taires de contrdle de la précision qui apparaissent rendent cependant douteux I’intérét de
cette stratégie pour I’évaluation numérique a précision arbitraire.

Le probleme du choix de chemins est plus difficile en présence de plusieurs singularités,
mais une heuristique raisonnable dans le cas général est nécessaire pour écrire un programme
qui évite a I'utilisateur de spécifier explicitement les chemins. L’estimation de complexité
(37) demeure valable pour des pas dont le point de départ se situe dans la cellule de Voronoi
d’une méme singularité. Une approche possible serait de chercher un plus court chemin dans
le graphe formé du point de départ, du point d’arrivée et des points du plan équidistants de
deux (ou de deux ou trois) singularités, reliés par tous les chemins « en spirale » décrits plus
haut possibles. On voit cependant dés 1I’exemple de deux singularités que cela ne donne pas
toujours des chemins proches de 1’optimal. Dans le cas particulier de la monodromie, une
variante intéressante consisterait a prendre, pour chaque singularité a, le plus grand cercle
centré en a contenu dans la cellule de Voronoi (fermée) de a, et a rendre le chemin formé
par la réunion de ces cercles connexe en les reliant le long des arétes de la triangulation de
Delaunay, de fagcon a minimiser le cofit total de prolongement le long des segments ajoutés
(c’est un calcul d’arbre couvrant minimal).

4.4. Bit burst

L’ algorithme d’évaluation par scindage binaire (§4.1), et partant 1’algorithme de prolonge-
ment analytique numérique (§4.2) ne sont efficaces que quand la taille en bits du point d’éva-
luation (ou, pour le prolongement analytique, des points d’évaluation successifs) est modérée.
Quand la taille ¢ de zp,z; tend vers I’infini, la complexité (33) de 1’évaluation par scindage
binaire n’est plus quasi-optimale, et devient méme relativement mauvaise. Concernant les
points intermédiaires du prolongement analytique, une petite perturbation par homotopie du
chemin suffit généralement a réduire leur taille. Reste le point d’arrivée : les algorithmes vus
pour I’instant sont limités a 1’évaluation en des points a coordonnées rationnelles de petite
taille.

Une idée simple permet de les étendre a 1’évaluation a précision n en des points a coor-
données également de taille n. Il s’agit de 1’algorithme bit burst [CC90, vdH99]. Le principe
est le suivant : pour évaluer une fonction holonome f en un point z,, de taille binaire ®(n),

7. J. van der Hoeven avait cependant remarqué que 1’ heuristique proposée ici était une généralisation naturelle
des recettes qu’il donnait pour le cas d’un chemin radial ou circulaire.
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méme situé dans le disque de convergence, on fait le calcul le long d’un chemin de prolon-
gement analytique formé d’approximations de z,, dont la précision double a chaque pas ®),
Le nom vient de ce qui se passe si z,, est, disons, un rationnel dyadique compris entre O et 1,
et si 1’on prend comme approximations successives les troncatures a 1’ordre 1,2,...,2"" ! du
développement binaire
zm = 0,a1a0a3 . ..

de z,, — pour reprendre I’expression de [CC9I0] : “adding more bits of a number, but com-
puting with the same accuracy”.

La diminution des longueurs des pas de prolongement analytique, et donc des nombres
de termes a sommer, équilibre la croissance géométrique des tailles des sommets du chemin
de prolongement. Par cet algorithme, la complexité de I’évaluation a O(n) chiffres d’une
fonction holonome en un point de hauteur O(n) d’un corps de nombres est [vdH99, vdHO07]
celle mentionnée en introduction, soit

O(M(nlog? nloglogn))

en général, et
O(M(nlognloglogn))
pour les séries de rayon de convergence infini.

REMARQUE. — Le bit burst peut étre vu comme une généralisation d’une méthode ap-
pelée « astuce de Brent » [Bre76a] (voir aussi [BB87, §10.2, exercice 8]) pour le calcul de
I’exponentielle. Dans ce cas, le produit des matrices de passage se simplifie en la regle de
calcul :
21+(z2—21)+(z3—22)++(Zm—2m—1)

g — oY . g2 L BT L pTm—Tm-1

et son interprétation comme un prolongement analytique n’est pas apparente.

A ce stade, on dispose d’un algorithme pour évaluer efficacement les fonctions holonomes
en des points eux-mémes spécifiés par des approximations décimales a grande précision. Une
derniere généralisation serait de savoir les évaluer en des points donnés par des programmes
d’évaluation capables d’en fournir des décimales a la demande. Cela est utile dans une op-
tique d’analyse effective, mais aussi simplement dans une architecture comme le evalf()
de Maple, ou la procédure numérique qui évalue la racine d’une expression complexe a la
charge de déclencher I’évaluation des sous-expressions en ajustant la précision des calculs
de sorte que le résultat global soit correct. Pour pouvoir utiliser le bit burst dans ce contexte,
il suffirait d’étre capable de calculer automatiquement a quelle précision il est nécessaire de
connaitre le point d’évaluation d’une fonction holonome pour garantir une certaine précision
sur le résultat. Des bornes données par van der Hoeven [vdH99, §4.2 et 4.3] apportent une
premiere réponse a cette question.

8. Naturellement, la méme idée s’applique si le point de départ du prolongement analytique, celui out sont don-
nées les conditions initiales, est un point de grande taille.
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BORNES POUR LES FONCTIONS HOLONOMES

Venons-en pour terminer au controle de la précision des développements en série. Soit f
une fonction holonome, et soit p le rayon de convergence de sa série de Taylor en 0. On a vu
au chapitre précédent (équation (30)) qu’un nombre de termes de 1’ordre de plog, (p / \z|)
est suffisant pour calculer f(z) a précision 10~7. En général (sauf téléscopage ou autre sim-
plification « exceptionnelle »), cette borne est du bon ordre de grandeur, c’est-a-dire que le
nombre de termes correspondant est effectivement nécessaire.

Par ailleurs, d’apres la formule de Cauchy, pour tout r < p,

PPLLEC]
J. van der Hoeven a donné plusieurs algorithmes [vdH99, vdHO01] qui prennent en entrée
une équation différentielle et calculent pour ses solutions des bornes de la forme ci-dessus.
Le rayon r peut &tre pris arbitrairement proche de p, cependant, a r fixé et n — oo, la borne
s’éloigne exponentiellement de (30).

L’objet de cette partie est d’expliquer comment calculer automatiquement des bornes sur
les développements en série de fonctions holonomes en respectant 1’ordre de croissance ex-
ponentiel 1/p" des coefficients. La méthode utilisée est un raffinement de celle de [vdHO1,
§2.4] et [vdHO3, §3.5]. Pour un rayon de convergence fini, le nombre de termes a sommer
pour évaluer f a 1077 pres reste O(p), mais le coefficient du terme linéaire est (générique-
ment) optimal. Si f a un rayon de convergence infini, le résultat est plus spectaculaire : la
décroissance asymptotique des coefficients est plus rapide que toute exponentielle, donc en
O(1/n!¥) pour un certain x d’apres le théoreme 3.10, et le nombre de termes & sommer tombe
a0(p/logp).

L’intérét de ces bornes est multiple. Pour I’évaluation numérique de fonctions holonomes,
I’usage de bornes fines peut réduire sensiblement le temps de calcul. De facon peut-&tre
plus importante, les bornes obtenues sont simples. En particulier, elles évitent de choisir le
rayon r en fonction du point d’évaluation z, et font disparaitre tout probleme de compromis
entre domaine de validité de la borne et absorption des facteurs sous-exponentiels. Enfin,
des bornes sur les coefficients et les valeurs de fonctions spéciales peuvent étre utiles dans
divers autres contextes (méthodes d’intégration numérique, par exemple), voire représentent
un résultat « compréhensible », intéressant pour lui-méme (combinatoire), et qu’il convient
de renvoyer a I’utilisateur.

Concernant ce dernier point, on obtient en corollaire des résultats sur les équations dif-
férentielles un moyen de borner automatiquement certaines suites vérifiant des récurrences
linéaires a coefficients polynomiaux. Par exemple, il est possible de déterminer automatique-
ment que la suite d’équation

{u(n+2) =u(n+1)+u(n),u(0)=3,u(1) =2}
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est bornée par 5¢” (ou ¢ est le nombre d’or), ou encore que celle vérifiant
{(n+ Du(n+1) = (2n+3)u(n),u(0) = 1}
est bornée par (n+ 1)2".

5.1. Séries majorantes

La méthode des séries majorantes, ou méthode de Cauchy-Kovalevskaia, permet de dé-
montrer la convergence de solutions formelles d’équations différentielles (voir la preuve du
théoréme 3.1) ou aux dérivées partielles et de donner des bornes sur leurs valeurs ou leurs
restes. On se limite ici au cas des équations différentielles linéaires. L’'idée est d’associer a
une équation différentielle y(’) = L -y une équation majorante y<’) =L -y telle que L majore
L au sens de la définition suivante. Pour des choix convenables de conditions initiales, les
solutions de 1’équation majorante majorent alors celles de 1’équation de départ.

DEFINITION 5.1. — Soient f € C[[z]] et g € R4[[z]]. On dit que g majore f, et I’on note
f < g, lorsque pour tout n € N, |f,| < g,. On étend la définition (et la notation) au cas ol
F, resp. G sont des vecteurs, des matrices, ou des opérateurs différentiels a coefficients dans
C[[z]], resp. R+[[z]], en convenant que G majore F si la définition précédente est satisfaite
coefficient par coefficient. Remarquons que ceci a un sens pour des matrices de constantes.

Si f < g, lerayon de convergence p de f est supérieur ou égal a celui de g. En particulier, si
f<1/(1—az),onap >1/a. Inversement, si 1/0 < p, alors d’apres la formule de Cauchy,
< O(1)/(1 — az). Observons aussi la compatibilité de la relation < avec les principales
opérations sur les séries, notamment la dérivation et le passage au reste.

PROPOSITION 5.2. — Supposons f] < g1 et f> < g2. Alors

()i <(&)iyy  fi<en  1AEI<Leiz),
fi+fa<gi+sg, fifr<gig
pour tous i, j € NU {oo}.

L’intérét des séries majorantes pour 1’étude des équations différentielles réside dans la
proposition suivante, qui exprime que les majorations des coefficients passent aux solutions.

PROPOSITION 5.3. — Soientay, . ..,a,—1 € C[[z]] etbo,...,b,—1 € Ri[[7]] telles que ag <
bo,...,ar—1 <b,_1.Si f,g € C[[z]] vérifient les équations
43) O =a, "+ taof
(44) gV =b, 18" V4t bog
et si
£(0) <g(0), .. [F"V(0)<g" (0)

alors (g € Ry[[z]] et) f < g.

Démonstration. — 11 s’agit simplement de constater que les coefficients f,, g, des solu-
tions de (43) et (44) vérifient des récurrences analogues, dont I’'une « domine » I’autre, de
sorte que les inégalités sur les conditions initiales se transmettent par récurrence.

Plus formellement, posons F = (f, f,..., f~1) et réécrivons (43) comme un systeme
différentiel du premier ordre F' = A - F (ol A est une matrice a coefficients dans C[[z]]), soit
encore

= =

(45) Y (n+ )R =) Y AF

n=0 n=0k=0
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De méme, (44) devient G’ = B G. Par identification des coefficients, on a pour tout n € N :
1 & 1 &

46 Fooi=——) A F,_ t Gyi1=——) By -G,

(46) n+1 n+1k§0knk e 1 n+1k;0k n—k

Par hypothese, Fy < Gy. Supposons F.,(= Fy+ - -+ F,z") < G.,. Observons que si M,N,M, N
sont des matrices de scalaires telles que M < MetN d N, alors M+N N M~+N et MN d MN.
Les relations (46) donnent donc Fj41 < Gy, d’ou F,1 < Gy . Par récurrence F < G, et
en particulier f < g. O

Pour borner les solutions d’équations différentielles, notre stratégie consistera a calculer
une équation majorante admettant une solution aussi simple que possible de méme rayon de
convergence, puis a extraire de cette solution des bornes convenables pour les coefficients et
les restes des solutions. La premiere étape est de borner les coefficients de 1’équation, qui
sont des fractions rationnelles.

5.2. Majorants pour les fractions rationnelles

Considérons une fraction rationnelle sans pdle en 0

r(e) = gg - lg:ornz" (D(0) #0).

On cherche a calculer une série majorante fine pour r. Conformément a I’idée que le compor-
tement des coefficients r, est déterminé par la nature (ici, valeur et multiplicité) des singula-
rités de r de module minimal, on cherche le majorant sous la forme M /(1 — atz)™. Suivant le
contexte, & et m pourront étre imposés par des contraintes extérieures, ou choisis pour donner
I’égalité dans les conditions (47), (48) ci-dessous.

La suite (r,,)n>deg, satisfait une récurrence linéaire a coefficients constants, de polyndme
caractéristique le polyndme réciproque de D. Une telle récurrence admet une base de solu-
tions de la forme p(n) ™", ol p est un polyndme et ¢ une racine de D de multiplicité au
moins 14 deg p. On peut calculer explicitement () une expression

'n = ij(n) .u]_nv
J

de (r,) sur cette base. (Si degr >0, on calcule séparément les valeurs initiales exceptionnelles

r()a---7rdegr-)
n+m—1\ ,
Ty = av,.
m—1

Posons
D’apres le paragraphe précédent, des que
1

(47) a>min{m|D(u) :0}
(48) et m>max{ordp(u)|D(n) =0A|u|=a '}
onar, = 0, (""" 'a"), autrement dit la suite (v,) est bornée. Si

M > max|v,|,

neN

on obtient

= (n+m—1 = (n+m—1 M
r(z)—Z( 1 )(x”vnz”§2< 1 >O£"z"—(1_az)m.

n=0 n=0

1. SireK(z), tous les calculs ont lieu dans le corps de décomposition de D sur K. En pratique, il peut &tre com-
mode de commencer par faire le changement de variable 7(az) = r(z), qui ramene I’ordre de croissance exponentiel
al.
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< pifn) 1 |
Pl € 2 ) gy
Chacun des termes de cette derniere somme est de la forme |@(n) f"| avec ¢ € C(n) (sans
pole entier positif) et B < 1. En-dehors des zéros et des poles de @, f : x — |@(x)B*| est
une fonction réelle dérivable : il suffit donc de chercher son maximum parmi f(0), f(|x]) et
F([x]) pour x € R pdle de @ ou zéro de f (un zéro de @ correspond nécessairement a un
minimum).

REMARQUE. — Esquissons une variante du calcul précédent, que I’on peut préférer sui-
vant les outils disponibles pour I'implémentation. Avec les mémes notations que ci-dessus,
on écrit la récurrence sur (r,) sous la forme matricielle

t[r,,,.. .,rn+degD,1] = PilTnP t[ro, .. .,rdegD,l] = 0<||T||n)

ou T est en forme de Jordan (la réduction de Jordan remplace le calcul d’une formule pour
rn). Soient 8, v les parties diagonale, resp. nilpotente de T (elles commutent). Pour un certain
m >m:

m/
(49) T" = (5+v)":6”z (7)(61v)-":0(||6|”n’”/),

j=0 \J
et la constante implicite dans le O(+) est calculable.

Cependant, si la racine de multiplicité maximale de D n’est pas une racine dominante,
m' > m, et la borne donnée par (49) est moins bonne que celle obtenue précédemment. On
peut retrouver le « bon » degré en séparant les blocs de Jordan de T et en absorbant les
surcolits polynomiaux associés aux valeurs propres non dominantes de multiplicité élevée
dans la partie exponentielle, de facon analogue a ce que I’on a fait plus haut.

5.3. Singularités a distance finie

Passons aux développements en série de fonctions holonomes. Commencons par ce qui
est presque le cas général, a savoir celui d’une équation

(50) ay" +a, 1y 4+ +agy=0, ap,...,a, €C[g]

avec un point singulier, éventuellement irrégulier, a distance finie. Nous verrons plus loin
comment la méthode s’adapte si la seule singularité est a ’infini, et comment on peut tirer
bénéfice de la présence de points singuliers réguliers.

DEFINITION 5.4. — On appelle singularité dominante de I’équation (50) le pdle de mul-
tiplicité maximale parmi ceux de module minimal des fractions rationnelles
ar—1 ao
A
ar ar

Si celles-ci sont des polyndmes, on dira que la singularité dominante de (50) est a I’infini.
Si a, est premier avec pged(a,—1,...,dp), ce que nous supposerons désormais, la singularité
dominante de (50) n’est autre que celle de a,.

La singularité dominante est donc celle qui détermine les parametres ¢ et m des bornes que
I’algorithme de la section précédente est capable de calculer sur les coefficients. Supposons-
la finie et non nulle, et soit 1/c son module. On s’attend, pour les coefficients des solutions,
a des développements asymptotiques de la forme donnée par le théoreme 3.10, de partie
dominante o".
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5.3.1. Equation majorante. — Commencons par réécrire (50) sous la forme
(51) y =Ty By,

a, a,

et calculons par la méthode de la section précédente un majorant pour chacun des coefficients

obtenus :
aj M;

—d

a  (1—az)™
La majoration reste valable si I’on augmente M; ou m;. Il existe donc M > 0 et N € N tels
que

) _ 1= (% N )
(52) Y l—azNZ< )N j(l—az) v

soit une équation majorante de (51). Or (52) admet la solution simple &)

j=0,...,r—1.

53 = -

(53) 8(z) =exp = a

D’apres la proposition 5.3, toute solution f de (51) vérifie donc
—1 | £(0) M

54 N 4

(54) f(z) S max <0(0)| P T =az)?

5.3.2. Borne sur les coefficients. — A partir de (54), on se propose de donner des bornes
sur les coefficients des solutions de (50). Conformément a I’ objectif initial, on recherche des
bornes de la forme

[fal < &"o(n)

ol @ est sous-exponentielle, c’est-a-dire
Ve>0, o) =o((1+¢€)").

Comparé aux majorants plus grossiers (1 — a’z) ™", un inconvénient de (53) est que son co-
efficient général n’admet pas d’expression simple. La série majorante suffit pour certaines
opérations ; mais, notamment pour étre en mesure de déterminer efficacement un rang n a
partir duquel | f,| est inférieur a une constante imposée, il est souhaitable de disposer d’une
borne plus explicite.

PROPOSITION 5.5. — Soit g définie par (53). Pour n > MN,

MN - M
&n < an(P(n), ou (P(n) = (1 - (7) N+l) expm,

et ¢(n) est une fonction sous-exponentielle.

Démonstration. — On utilise la méthode du col, dans sa « forme dégénérée » applicable
aux séries a coefficients positifs [FS07, prop. 4.1, voir aussi chap. 6]. Comme g € R [[z]],
pour tout r € |0, [, on a g,7" < go+gi17+..., et donc

(55) &n <

2. Aucun miracle : elle est construite pour, en augmentant artificiellement I’ordre d’une équation du premier
ordre annulant g. Précisément, (52) s’écrit encore L-y = 0 pour

=[((1-az)d+(N+r—1Da)...(1-az)d +Na)] ((1 — az)’™' 9+ Nra) € Cz,0].



5.3. SINGULARITES A DISTANCE FINIE 61

Estimons en fonction de 7 la valeur de r qui minimise le second membre. L’équation

d MN
9 og8) _ _OMN __n
dr e (1—ar)Ntl

:07

soit aMNr = n(1 — ar)V*!, admet la solution approchée )

(56) r;(l(‘fv)Nl“)

Pourn> MN,onar, <1/, etdonc g, < g(r,)r," est la borne annoncée. Enfin,
N 1 N

o(n) = exp(MﬁN*NLHnN+1 —nlog(1— (MN) ¥~ w1 )) =expO(n¥+1),

est bien sous-exponentielle. O

REMARQUE. — En utilisant I’inégalité

Vxe]0;1[, —log(l—x)< =)

on peut remplacer la derniere estimation de ¢ par
9(n) < exp(3(MN)¥Tn¥1)
pour n > 2NTIMN.
5.3.3. Borne sur les restes. — Subsiste la question de borner les restes des séries solu-

tions de (50). Dans le cadre du prolongement analytique numérique, on souhaite également
borner les restes de leurs dérivées.

Soient f < g deux séries. Sous réserve que r, > |z|, on a
. . > () . n 1
Dy < ooy < 3 8700w ) (H)
(57) \ft (2)] < gt (I2]) < kg g =l ()

'n

Cette formule est générale, mais le choix de r, dépend du majorant g. Pour celui obtenu ci-
dessus (équation (53)), la valeur de r,, donnée par (53) convient encore (les dérivées g(j> ont
le méme comportement asymptotique que g, a des facteurs polynomiaux pres), et la condition
rn > |z se traduit par

MN

> R
" A= afV

=.ngp.

Pour obtenir | f.,(z) — f(z)| < &, il suffit donc () de prendre n > min(ng,n, ), ot ng est défini
ci-dessus et n| est un entier quelconque rendant le membre droit de (57) inférieur a €.

3. Dans un programme qui utiliserait cette méthode pour calculer des bornes numériques, on pourrait obtenir des
résultats légerement meilleurs en prenant pour r, une solution numérique de 1I’équation.

4. Naturellement, les restes des dérivées des majorants sont des fonctions holonomes. Il serait a priori possible
de les évaluer a faible précision éventuellement par 1’algorithme objet de ce rapport lui-méme (si nécessaire avec
d’autres bornes plus grossieres), pour estimer le nombre de termes a sommer. Cependant (outre qu’il n’est pas évident
d’écrire sans erreur un programme qui s’appelle récursivement pour controler la précision des calculs qu’il effectue)
il semble délicat d’obtenir un controle correct de 1’ordre et des singularités des équations qu’ils vérifient.
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5.4. Fonctions entieres (esquisse)

Les bornes de la section précédente s’adaptent au cas ot la seule singularité de 1’équation
est a I’infini. Celle-ci se met alors sous la forme

(58) W= —ary"V — - —agy,
ol les a; sont des polyndmes. Pour des valeurs convenables de M et N,
(59) YO =M((14z+-+)yr D+ (g ),
est une équation majorante de (58). Les séries

ZZ +1

60 ) =A (M( LI ))
(60) g(2) exp a5+ +N+1
sont solutions de (59) ; en ajustant A, ce sont donc des séries majorantes des solutions.
En posant
n\ Wi
- (i)

(solution approchée de M(rN*! ... 42 +r) = n), on obtient

_ __1
on >g(rn)rnn —e wr1/tlogn+0(n)

d’ou, si f < g, la borne sur les restes
@) <89 ) ()

)
)1
n

)

finie si n > M|z|V 1.
Sur les coefficients des solutions, I’échelle de majorants (60) correspond a des décrois-

sances du type
2 N

["]ex ( +i+...+i>~#
LIERP TS N/~ miN

(a des facteurs polynomiaux pres). Si elle répond au probleme de respecter leur ordre de
croissance exponentiel, elle « n’attrape » pas pour autant finement tous les comportements
possibles des (valeurs absolues des) coefficients d’une série entiere holonome. Par exemple,
en utilisant la méthode ci-dessus, la fonction Ai d’Airy, solution de y” — zy = 0, est bornée
par une fonction du type Aer?/ 2, alors que
n s 1
[Z"] Ai(z) ~ 37

Il serait intéressant de disposer d’une variante de cette méthode qui donne la « bonne » puis-
sance de n! dans la croissance des coefficients des solutions pour les équations sans singularité
a distance finie.

5.5. Points singuliers réguliers

5.5.1. Séries majorantes. — Les bornes de la section 5.3 peuvent étre a la fois simpli-
fiées et raffinées quand la singularité dominante de 1’équation est un point singulier régulier.
Considérons a nouveau

(61) ay\" +a,_ 1y 4 agy =0, ap,-..,ar € Cz].

Soit § sa singularité dominante. Supposons que 0 < |{| < oo, et que { est un point singulier
régulier de (61). (Il peut y avoir des points singuliers irréguliers de méme module.)
D’apres le critere de Fuchs (théoréme 3.11), I’équation (61) se met alors sous la forme

(62) W =b iy oy,
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ot { est pdle d’ordre au plus 1,...,rde b,_1,..., by respectivement. En imposant exactement
ces ordres dans 1’algorithme de la section 5.2 (pourvu de disposer de sa version « fine », qui
respecte 1’ordre du pdle dominant et non seulement son module), on calcule une équation
majorante de (62) sous la forme

M, _ M, My
63 (= =1 =04 ... !
©3) (lfaz)ly * +(17az)’*1y +(17az)ry’
ol 1’on a posé comme d’habitude @ = 1/|{].
Il s’agit 1a d’une équation d’Euler, dont la résolution explicite (par le changement de va-
riable z = ¢", ou par transformée de Mellin [Hen77, p. 338]) est classique. Contentons-nous
d’en chercher une solution sous la forme

lesM; €R,,

1
64 ) =A—-.
En reportant
@ () = Ap 94
dans (62), on observe que g(z) est solution si et seulement si A satisfait I’équation algébrique
(65) s(A) := oA =M,y AT oy =0,
Clairement s(0) = —Mp <0 et s(1) e qui montre I’existence d’un majorant de la

forme (64) avec A > 0. Le cas A = 0 pose probléme : il correspond bien a une série majorante,
mais celle-ci a des conditions initiales qui s’annulent, de sorte qu’elle ne peut pas majorer
n’importe quelle solution de (63). Ce cas ne peut se produire que si My = 0; on I’évite en
forcant My > 0 méme si by = 0.

5.5.2. Aparté. — A ce stade, on peut tout de méme se demander ce qui se passe si
I’équation (65) a plusieurs racines. En effet, une équation de la forme (63) peut étre majorée
par elle-méme, or

1 A §§ 1 A
(1-az) (1—az)
si A’ < A ! Rassurons-nous en démontrant que 1’équation (65) posseéde en fait une unique
solution réelle strictement positive. Le résultat qui vient a notre secours est une générali-
sation de la régle des signes de Descartes (qui relie les racines réelles d’un polynéme aux
changements de signe de ses coefficients) applicable a d’autres bases de R[x] que celle des
monomes.

THEOREME 5.6 (Regle des signes de Runge). — Soient £1,&,,...,11,1M2,--- ER, et
k k

Pe=[]x=&),  &=[lx-n) (elon]).

J=1 J=1
Soit

f=Y ajPi=Y bjQjeR[
=0 =0

de degré n. Si

n n

ax&j <a <b<minn;
=1 j=1
alors le nombre de zéros de f dans Iintervalle ]a, b], comptés avec multiplicités, est inférieur
ou égal a

V(a07 e ,an) — V(bo, ce 7b,,)

ou V(xp,...,x,) désigne le nombre de changement de signes de la suite xo, .. ., x,, (en ignorant
les termes nuls).
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On trouvera la preuve dans [RS02, théoreme 10.7.4, p. 334]. Pour appliquer ce théoréeme
as(A), adoptons P; = A/ (c’est-a-dire £; = —j+ 1 <0) et 7; = ¢ > 0 pour tout j. On obtient
que le nombre de racines de s(A) dans I’intervalle ]0, ] est inférieur ou égal a

V(-Mo,...,—M,_;,1)=1,

d’ou le résultat en faisant tendre ¢ vers I’infini.

5.5.3. Coefficients et restes. — On a montré comment calculer, pour les solutions de
(61), des majorants de la forme
@)= —
8= = agV

Contrairement a ce qui se produit dans le cas général, on dispose ici d’une expression explicite
simple pour les coefficients de g(z) et de ses dérivées :

. d/ 1 ] N+n—1 ;
66 V) = [ ——— = [[(N+n+k amt.
(66) o =g gy ~ AW +n+0 (")
De plus, les restes des dérivées de g(z) posseédent une expression close a ’aide de la fonction
hypergéométrique
a b o0 aTann P
A =L
a savoir
Jj—1 i
(N~ i I N+n+j
g (2) = (g(N—Fn—&-k)) a'(az)" 2F1( a1 Z).

Dans un systeéme qui, comme Maple, dispose déja d’une routine d’évaluation numérique
(méme a faible précision) des fonctions »F, cela fournit une fagcon de borner les restes plus
simple et un peu plus fine que celle exposée plus haut.

REMARQUE. — Et les points singuliers réguliers a I’infini ? La structure des solutions
au voisinage d’un point singulier régulier (§3.2.2) montre qu’une équation dont !’unique
point singulier sur la sphere de Riemann est un point singulier régulier a ’infini n’a que
des solutions analytiques sur C avec au plus un pdle a I’infini, c’est-a-dire polynomiales.
Leurs degrés possibles sont donnés par I’équation indicielle a I’infini (§3.4).

5.6. Algorithme complet, implémentation

5.6.1. Fonctions holonomes. — La figure 9 résume I’algorithme de calcul de bornes sur
les fonctions holonomes développé dans les sections précédentes. La fonction bound_diffeq
du module Maple que j’ai développé (cf. annexe A) implémente cet algorithme. Les résultats
renvoyés ont 1’allure suivante :

> bound_diffeq(holexprtodiffeq(l/exp(1)*exp(1l/(1-2z))+1/(1+z/3),

y(2)),y(2));
3
P (_1 +z)

> bound_diffeq({(1+zA2)*diff(y(z),z)-1},y(2));
1
1z
> bound_diffeq({diff(y(z),z)-y(2)}, y(2));

exp(z)
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PROCEDURE (Calcul de majorants). — Paramétres : un point zg ; une équation différentielle
linéaire (E), a coefficients polynomiaux, non singuliére en zo. Résultat : une série majorante
pour le développement de Taylor des solutions fondamentales (au sens de la convention fixée
§4.2.1) de (E) au voisinage de zp.
se ramener a zg = 0 par le changement de variable z « z—zg
¢ :=la singularité¢ dominante de (E); ot :=|1/{]
siax#0 > singularité a distance finie
r—1 . aj;
K= max(; —r+ordg —)
j=0 ar
M} :=unM tel que a;/a, IM/(1— az)ktri
siK>1 b point singulier irrégulier

N:=K
pour jdeOar—1
M;
M;=

, -1 o M;
DAinsiajgl< g >N“(xf ]

ar r—1—j (1 —az)N+r-i)
M := thax M;
j=0
M
M =exXp—
xp (1—az)V

sinon > point singulier régulier
Mj:=M; pour jdeOar—1
si My =0 alors My + 1

r—1
calculer N > (1’unique A > 0tel que Al = Z Mj(xjﬂj)
j=0

1
(1—az)V
sinon > pas de singularité a distance finie

M=

K = max(O,r{ﬁlé&(r— j+degaj))
=

M= Lr;le])ul'lo;lx [']a;|
la,| j=0 i=0
si My = 0 alors My « 1
K+l j
M= exp(M Z —,)
=1
A- r—1 1
= A
renvoyer A/

FIG. 9. Séries majorantes pour les fonctions holonomes

Le tableau 4 compare les nombres de termes a sommer calculés par diverses méthodes pour
I’évaluation de quelques fonctions (plus ou moins) usuelles. Dans tous les cas, la fonction est
donnée par son équation différentielle « habituelle » et des conditions initiales en 0, le point
d’évaluation se trouve dans le domaine de convergence de son développement en série au
voisinage de 0, et I’évaluation est faite en une seule étape, sans prolongement analytique.
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arctan arctan 3 Cl%sj,z:% (aC+BS)(%) (%)
ce chapitre | 336 (104) 808 (104) 216 (103) 212 (104)
[vdHO1] (naif) | 583 (178) 1546 (196) 600 (286) 358 (174)
[vdHO1] (variante) | 578 (177) 1526 (194) 347 (165) 341 (167)

ce chapitre | 3324 (1004) 8012 (1005) 2106 (1004) 2098 (1006)
[vdHO1] (naif) | 5694 (1718) 14990 (1877) 3590 (1712) 3348 (1602)
[vdHO1] (variante) | 5689 (1716) 14969 (1874) 3336 (1591) 3331 (1595)

| 000 ch. [100 ch.

(*) Solution de {(1—2%)y"(z) —2y'(z) +2(1 —22%)y(z) = 0,y(0) = 1,y'(0) =0} (forme al-
gébrique de I’équation de Mathieu) prise en z = 1/2.

wmim] efaot o Ald+d
ce chapitre | 240 (107) 293 (123) 453 (102) 356 (238)
[vdHO1] (naif) | 470 (213) 95872 732 (316) 338 (221)

[vdHO1] (variante) | 338 (152) 344 (146) 732 (316) 477 (357)

ce chapitre | 2182 (1015) 2418 (1081) 1404 (1003) 1608 (1764)

[vdHO1] (naif) | 3460 (1617) 98862 3722 (4232) 3328 (4349)
[vdHO1] (variante) | 3328 (1555) 3334 (1501) 3722 (4232) 3467

TAB. 4. Nombre de termes a sommer d’apres divers algorithmes de majoration.
Entre parenthéses, le nombre de chiffres corrects du résultat.

| 000 ch. {100 ch.

Le tableau mentionne a chaque fois le nombre de termes obtenu et, entre parentheses,
le nombre de chiffres décimaux corrects dans le résultat de 1’évaluation, le tout pour des
précisions demandées de 100 et de 1000 chiffres. Les quatre premiers exemples possedent des
singularités dominantes régulicres, les suivants des points singuliers irréguliers (a distance 1
pour les deux premiers, a I’infini pour les deux autres).

La premiéere ligne correspond a 1’algorithme décrit dans ce chapitre, la deuxieme, a une
implémentation (trés) naive de I’algorithme de [vdHO1]. Celle-ci utilise la formule de Cau-
chy sur un disque de rayon 1/v (avec v > ) pour borner les fractions rationnelles, d’ou
certains comportements pathologiques pour des équations dont les coefficients prennent de
grandes valeurs tout en ayant des coefficients de Taylor de taille modérée. Les résultats de la
troisieme ligne proviennent d’une variante du méme algorithme qui calcule des bornes sur les
coefficients des fractions rationnelles, toujours de la forme Av" avec v > @, mais en utilisant
la méthode de la section 5.2. Van der Hoeven a donné [vdH99] un autre algorithme, que je
n’ai pas implémenté (), pour borner les coefficients des séries holonomes.

Veiller a borner les coefficients des fractions rationnelles via la relation de récurrence
qu’ils vérifient plutot qu’en utilisant la formule de Cauchy suffit comme on le voit a éliminer
les cas pathologiques ; en revanche, 1’algorithme issu de [vdHO01] calcule systématiquement
(pour une singularité a distance finie) un nombre a peu pres linéaire de chiffres superflus. 11
est vraisemblablement possible de mitiger, voire d’éliminer cet effet en choisissant soigneu-
sement le rayon du disque sur lequel on fait les calculs de bornes, éventuellement en fonction
de I’équation ou de la précision demandée. Par ailleurs, concernant 1’algorithme de ce cha-
pitre, on observe le fait mentionné §5.4 que les majorants « fins » ne donnent pas la toujours
bonne puissance de n! pour des fonctions entieres comme la fonction d’ Airy,

5.6.2. Cas des suites. — En corollaire immédiat de ce qui précede, on obtient un algo-
rithme pour borner les solutions des récurrences linéaires a coefficients polynomiaux dont

5. Tlest un peu plus compliqué que celui de [vdHO1] et renvoie ses résultats sous une forme moins commode tant
pour le contrdle de leur qualité que pour le passage aux restes des dérivées. Par ailleurs, il me semble plus difficile a
adapter a des situations plus générales comme celles de [vdH03, vdHOS].
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I’équation différentielle associée est non singuliere en zéro. Il s’agit simplement de faire la
traduction (a I’aide de gfun: -diffeqtorec) puis d’appeler 1’algorithme pour les fonctions
holonomes.

A nouveau, voici quelques exemples. Comme on le voit, j’ai choisi, en I’absence d’expres-
sion simple pour les coefficients de la série majorante, de renvoyer tout de méme le majorant
le plus fin disponible, comme coefficient extrait d’une série génératrice. Ce choix est discu-
table, une autre possibilité aurait été de donner la borne plus explicite fournie par la méthode
du col.

> bound_rec({u(n+1)=u(n),u(®=3},u));
3
> bound_rec({u(m+1)=u(n)+1, u(®=1},u());
n+1
> bound_rec({u(n+2)=u(n+1)+u(n) ,u(®=3,u(l)=2%},uln));
5(RootOf(_Z* + _Z —1,0.6180339887) +1)"
> bound_rec({(n+2)*u(n+2)=u(n), u(®=1, u(l)=1}, u@m));

2 Coeftayl (exp (7(2;2)> )

> value(subs(n=10,%));
1187

226800
Pour ces quelques suites, 1’approche trés naive adoptée marche plutot bien. Elle a pourtant
de nombreuses limitations, qui font qu’elle n’est, en I’état, guere plus qu’une illustration des
bornes sur les équations différentielles :
> bound_rec({u(m+1)=u(n)+1, u(®=-1},un));
27[
> bound_rec({u(m+D =+ *u@®), ul®=1},u(m));
Error, (in fail_if_singular) equation y(z)+(-1+3*z)*diff(y(z),z)
+zA2*diff(diff(y(z),z),z) is singular in ®




CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Ce stage a abouti a une implémentation générique, apparemment la premiere, de 1’al-
gorithme d’évaluation et de prolongement analytique numérique des fonctions holonomes
par scindage binaire. Cette implémentation a un comportement relativement satisfaisant en
pratique, puisqu’elle est capable de traiter des problémes au-dela des possibilités natives de
Maple, soit en raison de leur taille, soit parce que les fonctionnalités nécessaires n’étaient
pas disponibles. Bien qu’a un stade expérimental, elle a donc une utilité immédiate qui dé-
passe la seule observation du comportement des algorithmes, et peut espérer des utilisateurs
« extérieurs » a assez court terme.

Parallelement a ce travail de développement, et en interaction avec lui, j’ai tenté d’éclair-
cir les points qui me semblaient encore imparfaitement compris, susceptibles de petites amé-
liorations guidées par la pratique, ou simplement intrigants des algorithmes en jeu. Cela a
débouché principalement sur le travail réalisé avec Bruno sur les séries majorantes pour les
fonctions holonomes exposé au chapitre 5, qui montre que I’on peut estimer automatiquement
avec une certaine finesse le nombre de termes a prendre en compte quand on manipule des
fonctions holonomes par leurs développements en série, en fonction de la précision visée.

Au-dela du modeste travail de recherche effectué, et de fagon sans doute plus importante,
ces cinq et quelques mois m’ont beaucoup appris. J’ai découvert toute une gamme de pro-
blemes et de techniques plus ou moins classiques du calcul formel et du calcul numérique a
grande précision, et pris mes premiers reperes dans la littérature du calcul formel. J’ai aussi
eu la chance d’assister a une école de jeunes chercheurs (EJCIM, Nancy, du 19 au 23 mars),
une conférence internationale (ISSAC, Waterloo, Ontario, du 29 juillet au ler aoft), un cours
d’Analyse effective donné par J. van der Hoeven au master de mathématiques de 1’université
Paris XI, et un peu plus d’une vingtaine d’exposés divers (séminaires, theses...)

Le travail commencé pendant ce stage ouvre un certain nombre de perspectives. Les plus
immédiates concernent I’'implémentation : le code actuel demande a étre nettoyé et testé
systématiquement, et certaines fonctionnalités commodes pour 1’ utilisateur manquent encore,
alors que les briques de base pour les ajouter sont disponibles. Un certain nombre d’idées
pour améliorer son efficacité pratique (notamment celles présentées au chapitre 2), essayées
au début puis abandonnées provisoirement en raison de problemes avec les routines d’algebre
linéaire de Maple, mériteraient d’étre évaluées a nouveau maintenant que le code n’est plus
désespérément inefficace.

Plus largement, une « prochaine étape » naturelle serait d’étendre tout ce qui peut 1’étre, a
commencer par les majorants et I’implémentation, au prolongement analytique « & travers »
les points singuliers réguliers [vdHO1]. Les principales motivations sont les suivantes : pre-
mierement, concernant I’évaluation des fonctions spéciales, de nombreuses fonctions clas-
siques, par exemple les fonctions de Hankel, sont définies non par des conditions initiales en
un point ordinaire, mais par leur asymptotique en un point singulier régulier. Deuxiemement,
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les « valeurs » des fonctions holonomes en des points singuliers réguliers (c’est-a-dire leurs
expressions dans certaines bases de développements asymptotiques) apparaissent en combi-
natoire et en analyse d’algorithmes, comme constantes dans les équivalents asymptotiques de
suites obtenus par analyse de singularités, et on ne sait généralement pas les calculer autre-
ment que numériquement.

Beaucoup d’autres pistes mériteraient d’étre explorées a plus long terme. Il serait inté-
ressant de comprendre comment diminuer dans certains cas la taille (ordre et hauteur) des
récurrences que 1’on calcule (penser par exemple aux fonctions paires), ou encore de voir si
I’on peut parfois prédire et éliminer un « gros » facteur commun entre le numérateur et le
dénominateur calculés [CHT"07]. Le travail fait ici devrait pouvoir étre adapté 2 la préci-
sion relative, et par 1a a I’évaluation en virgule flottante. Il serait aussi souhaitable d’arriver
a précalculer certaines données utiles a partir de la seule fonction a évaluer, et a détecter
automatiquement, pour chaque fonction, les seuils a partir desquels les algorithmes pour la
grande précision sont pertinents. Tous ces aspects pourraient relancer I’intérét de la généra-
tion de code, mise de c6té pendant ce stage au profit d’'une implémentation générique.
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Notes

L historique du scindage binaire de I’introduction est tiré de [vdH07, BCS0S, Ber04]. La
présentation informelle de 1’algorithme (§1.2) doit beaucoup a [BCS07] ainsi qu’au cours
2-22 du MPRI d’ot1 les notes en question sont adaptées. Les rappels sur I’holonomie du cha-
pitre 5 proviennent principalement de [Sta80, FS07, BCS07]. La démonstration du théoréme
de Cauchy §3.1 est une adaptation de [Hen77, théoreme 9.3a], et la présentation de 1’équation
indicielle §3.4 est inspirée de [CC87, section 3].
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ANNEXE A

UTILISATION DU MODULE NUMGFUN

Cette annexe est la version francaise du manuel d’utilisation du module Maple NumGfun,
version 0.1. Celui-ci regroupe la partie la « moins expérimentale » du code que j’ai écrit
pendant mon stage.

Prolongement analytique numérique

ac_eval(deq, y(z), path, precision) — Evalue numériquement le prolongement analytique de
la solution de I’équation degq le long du chemin path. Le point de départ doit étre 0.
deq équation différentielle linéaire a coefficients polynomiaux, non singuliere en 0,
avec conditions initiales données sur les premieres dérivées en O
¥(z) variables
path liste d’éléments de Q[i] commengant par 0, p.ex. [0,1,1+1]
precision précision absolue (nombre de chiffres décimaux corrects apres la virgule) du
résultat

transition_matrix(deq, y(z), path, precision) — Comme ac_eval, mais calcule la matrice de
passage complete entre la base canonique de solutions en z€ro (au sens défini §4.2.1) et celle
a I’extrémité du chemin path.
deq équation différentielle linéaire a coefficients polynomiaux non singuliére en O
(d’éventuelles conditions intiales sont ignorées)
¥(z), path, comme ci-dessus
precision

diffeqtoproc(deq, y(z)) — Renvoie une procédure qui évalue la fonction définie par deq en
un point & coordonnées rationnelles situé dans le disque de convergence de sa série de Taylor
en 0.
deq équation différentielle linéaire a coefficients polynomiaux non singuliére en 0,
avec conditions initiales
¥(z) variables

local_monodromy(deq, y(z), sing, start, precision) — Calcule la matrice de monodromie lo-
cale autour de sing de la fibre au-dessus de start. Cette fonction est utilisée dans certains
exemples de ce document, mais n’est pas préte a un usage général.
deq équation différentielle linéaire a coefficients polynomiaux non singuliere en 0
(d’éventuelles conditions intiales sont ignorées)
start point-base, plus pres de sing que de toute (autre) singularité
sing point au voisinage duquel on calcule la monodromie
¥(z), precision comme ci-dessus
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N-iéme terme de suites récurrentes

nth_term(rec, u(n), N [, ringname]) — Calcule le N-iéme terme d’une suite récurrente.

rec récurrence linéaire a coefficients polynomiaux, avec conditions initiales
u(n) variables
N entier >0
ringname (optionnel) si présent et égal a ndmatrix, calcule Z;?;(l) u; au lieu de u, au
moyen de I’écriture « creuse » de la matrice de la récurrence (§2.3)

fnth_term(rec, u(n), N, precision [, ringname]) — De méme, mais renvoie un résultat flot-
tant tronqué a precision chiffres.

precision entier > 1
rec, u(n), N, comme ci-dessus
ringname

rectoproc_binsplit(rec, u(n)) — Renvoie une procédure calculant la suite définie par rec.
rec, u(n) comme ci-dessus

Bornes
bound_diffeq(deq,y(z)) — Calcule une série majorante valable pour toutes les solutions fon-
damentales (au sens défini §4.2.1) d’une équation différentielle.

deq équation différentielle (les conditions intiales sont ignorées)
¥(z) variables

bound_rec(rec, u(n)) — Calcule une borne simple sur la solution de la récurrence rec.

rec récurrence linéaire a coefficients polynomiaux (avec conditions initiales)
u(n) variables

bound_ratpoly(rat,z) — Calcule une série majorante pour une fraction rationnelle. Asymp-
totiquement, la borne correspondante sur les coefficients est exacte a des facteurs logarith-
miques pres.
rat fraction rationnelle en z
z variable

Divers

waksman_product(r) — Renvoie une procédure qui multiplie deux matrices r x r par I’al-
gorithme de Waksman

r entier > 1



ANNEXE B

COMPTES-RENDUS DE SEMINAIRES

Le projet Algo organise régulierement un séminaire sur 1’analyse d’algorithmes et di-
vers sujets apparentés, en particulier le calcul formel. Les actes de ce séminaire, formés de
comptes-rendus de chaque séance par un auditeur, sont publiés sur le web (http://algo.
inria. fr/seminars/) et sous forme de rapports de recherche Inria.

Cette annexe reprend les deux comptes-rendus que j’ai écrits pendant ces quelques mois.
Ils portent sur des sujets connexes a mon sujet de stage, et completent utilement certaines
parties de ce rapport.

Le premier concerne le calcul de la monodromie des équations algébriques, suivant un
exposé d’Adrien Poteaux. On peut voir la méthode qu’il présente comme concurrente de
celle consistant a déduire de 1’équation algébrique une équation différentielle (proposition
3.16), dont on calcule numériquement la monodromie par les méthodes de ce rapport pour
en déduire celle (exacte) de la courbe algébrique [CC90]. Plusieurs problemes, comme le
contrdle de la précision et le choix des chemins de prolongement analytique, sont similaires
dans les deux cas.

Le second exposé, par Sylvain Chevillard, porte sur la production semi-automatique de
formules de calcul exact a petite précision (principalement a 1’aide de flottants machine) pour
les fonctions réelles. On attendrait d’un générateur de procédures numériques complet qu’il
produise du code capable de s’adapter a la précision demandée, en utilisant toute une gamme
de méthodes allant de celles extrémement rapides a petite précision fournies par les idées de
I’exposé a celles asymptotiquement efficaces vues dans ce rapport.
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Abstract
This work deals with the numerical and symbolic-numerical computation of the monodromy
of complex algebraic curves, with special emphasis on correct error control in presence of
close singularities. The speaker’s approach uses Puiseux expansions above singularities and
analytic continuation along the edges of a minimal Euclidean spanning tree connecting them.
This work is a first step toward an effective version of the Abel-Jacobi theorem relating an
algebraic curve to its Jacobian variety.

1. Motivation and Problem Statement

1.1. The Abel-Jacobi Theorem. An irreducible polynomial

(1) F=Y%+ai1(X)Y" +- +ay(X) eKIX,Y] (d>1)

over some subfield K of the complex numbers defines a plane affine algebraic curve
C={(z,y) € C*: F(x,y) = 0},

along with a ramified covering 7 : C — C of the complex plane and a compact Riemann surface ¢
canonically associated® to the curve C. We seek to compute the monodromy group defined by this
curve. The speaker’s long-term goal, and the origin of his interest in this problem, is an effective
version of the Abel-Jacobi theorem. Applications include the algebraic case of the Risch algorithm
for indefinite integration, differential Galois group computations, and the study of some solution
families of partial differential equations arising in physics, such as Korteweg-de Vries equations.

One concrete way to introduce this theorem is the following: a compact Riemann surface such
as C admits meromorphic functions. These necessarily have as many zeros as poles, when counted
with multiplicities. Conversely, one may ask whether there exists a meromorphic function on C
with prescribed zeros and poles satisfying the previous condition. For example, if the curve has
genus zero, its set of meromorphic functions is C(X), so the answer is always positive.

Turning to the general case, recall that a divisor of C is a formal sum )|, np P,np € Z of points
of the curve. The degree of a divisor is the sum of its coefficients. A divisor that is the sum of
the zeros of a meromorphic function (with multiplicities, and counting poles as zeros with negative
multiplicity) is called a function divisor. Function divisors form a subgroup, denoted Prin(C), of
the (Abelian) group Div?(C) of degree zero divisors. So the former question amounts to decide
whether a given divisor is a function divisor.

IDenote by S the set of critical points of , as defined in §1.2. Then €’ = C\ (S x C) is a (connected) finitely
punctured compact Riemann surface and mj¢/ is an unramified covering of C\ S. “Stuffing the holes” (including that

at infinity), we obtain € and a map 7 : ¢ —P'C extending mc/.
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FI1GURE 1. The canonical basis of homology, for a curve of genus 2.

As a complex manifold, C admits holomorphic differential one-forms (a.k.a. differentials of the
first kind or differentials without poles). These can be integrated along cycles, and the value of
such an integral depends only on the homology class of the cycle and the cohomology class of the
differential. Let (wy,...,wy) be a basis of the cohomology space H'(C) (“a basis of the holomorphic
differentials”) and let (v1,...,724) be the canonical basis of H;(C), made of (the classes of) the
loops depicted on Figure 1. Integrals of (Z-combinations of) the w; along (Z-combinations of) the
«vj form a lattice I' C C. Now we are in position to state the theorem.

Theorem 1. The Abel-Jacobi map

Div?(C)/Prin(C) — Jac(C) =C9/T
P — (fopwl,...,fgwg)

18 a group isomorphism.

To decide whether a divisor is a function divisor using this theorem, we have to compute the
period lattice I" above. Using an algorithm due to C. and M. Tretkoff, this can be reduced to
computing the monodromy of the curve [5].

1.2. Monodromy. Above all but finitely many points a of the x-plane, the fiber 7=!(a) has
cardinality d. In that case, a is called a regular point. Points that are not regular (that is, such that
the univariate polynomial F'(a,Y") has multiple roots) are said to be critical. If a is a regular point,
the implicit function theorem states that there exist d analytic functions y;(z), ..., yq(z) such that
{yi(a)} = 7= (a) and F(z,y;(x)) = 0 for all i. Each of them parametrizes one sheet of the covering
in a neighborhood of a.

Consider a path v : [0,1] — C\ S, and choose one analytic solution of equation (1) above
~(0). One may continue analytically this solution along -, yielding an analytic function defined
in a neighborhood of (1) which is still a solution of the equation. Now take v to be a loop with
basepoint a: then analytic continuation along y—or any other path homotopic to y—induces a
permutation of the fiber 771(a). The action of the fundamental group 71 (C \ S, a) thus defined on
7~ 1(a) is called the monodromy of C with basepoint a. Up to conjugation, it does not depend on
the choice of the basepoint.

The monodromy action of a loop enclosing exactly one critical point ¢ is called the local mon-
odromy around c. The whole monodromy may be represented by the local monodromy around each
critical point with respect to a common basepoint. This is the expected output of an algorithm for
monodromy computation.



2. Certified monodromy computation

2.1. General strategy. Many methods for monodromy computation are based upon its definition
by means of analytic continuation. The idea is to choose a broken line path homotopic to a bunch
of loops encompassing one critical point each; then to compute (in a way to be precised) the fiber
above each vertex; and finally to connect the fibers above adjacent vertices, that is, to identify
values corresponding to the same solution branch.

For example, the Maple monodromy function, by M. van Hoeij and B. Deconinck [5], connects
the fibers heuristically using first-order Taylor expansions, adapting the step length depending on
the observed precision. M. van Hoeij and M. Rybowicz developed another version which provides
correct error control using interval arithmetic, but it is much slower. Another idea, studied among
others by D.V. and G.V. Chudnovsky [1, 2, 4], is to compute a differential equation satisfied by the
algebraic function y(z). This allows for fast high-precision evaluation by binary splitting [3, 10],
however, according to the speaker, the size of the differential equation compared to that of the
algebraic one and the conversion cost can be prohibitive. Moreover, in most cases, the high precision
is not really needed.

The strategy exposed here fits into this “compute-fibers-and-connect” pattern. Following the
discussion above, in a regular point, the equation admits d (convergent) formal power series solutions
y(xz). One can show that their convergence radius is at least the distance from a to the nearest
critical point. We use every other vertex (disks on Figure 2) of the path as an expansion point, above
which we compute Taylor expansions of the d solutions. Between two successive expansion points,
in the intersection of the convergence disks, lie connection points. Fibers above connection points
are computed numerically and compared with the values assumed there by expansions above nearby
expansion points to make the connection. However, when the curve has singularities close to each
other, the path needs to go between them at some point, which requires high orders of truncation.
Existing methods based on this sole idea tend to require unacceptable expansion orders or even
to become inaccurate in those cases. To solve this problem, the method presented here allows
expansion points to be singular points.

2.2. Puiseux expansions above critical points. Indeed, it is still possible to give formal so-
lutions of the equation (corresponding to asymptotic expansions of “actual” algebraic functions)
in the neighborhood of a critical point ¢, in the form of Puiseux series with nonnegative support.
(Recall that F' is monic.) More precisely, there exist s classes

o0
vir) =Y yik(@—o¥%, 1+ e =d
k=0

of e; Puiseux series with conjugate algebraic coefficients satisfying F'(x,y;(z)) = 0. The e; are
called the ramification indices.

Puiseux expansions above critical points are computed using the Newton-Puiseux algorithm as
improved by D. Duval [6]. Then the local monodromy can be read “for free” on the Puiseux
expansions. Indeed, (almost) like power series exapansions above ordinary points, they have a
sector of convergence extending up to the next critical point. This means that, once we choose
a determination for the e;-th root functions, each Puiseux expansion defines an analytic function
in a slit disk centered in ¢. The process of analytic continuation around ¢ permutes cyclically
the branches corresponding to conjugate Puiseux expansions. As in ordinary points, numerical
evaluation inside the sector of convergence allows to connect the fibers. We can also “sidestep” the
critical point by evaluating the expansion in two connection points.
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Example. Take F(X,Y) = (Y3 - X)(Y —1)? = X)(Y —2— X?) + X2Y5. Since F(0,y) =0=y €
{0,1,2} while degy F' = 6, the point xo = 0 is critical. The Puiseux expansions of F' above 0 are:

9
Vig=2-3X- X’ +...

2
Yor =1+ XY2 4 (—1)Fx32 ... ke {1,2}
1
Yo =X 4 2 X5 %ij10/3 +ooe kef1,2,3}5° =1

Denoting solutions by their indices above, the local monodromy is thus
((1.1) (1.2) (1,3))((2.1) (2.2)) € Ss.

All this still applies if @ happens to be an ordinary point: then the Puiseux expansions are usual
power series expansions, the ramification indices are all 1 and the local monodromy is the identity
permutation.

2.3. Error control for numerical connection. In a connection point 1, Smith’s theorem on
isolation of complex roots of univariate polynomials [9] allows to compute small disks D(g(z1), p)
containing each exactly one root of F'(x1,Y). From the minimal distance between two of these
disks, we get a truncation order n in the corresponding expansion points that ensures the nearest
(1) to 3p_o Yk (x1 — 20)*/¢ is indeed that belonging to the same branch.

Proposition 1. Let y(z1) = 372 o Yk (x1—20)"/¢ be a Puiseux expansion of a solution of (1) above

xg. Let p be the distance from xg to the next critical point and let M be a bound on the values of

y on the disk D(xo,p). Then for any x1 € D(xo,p), the tail of the Puiseuz expansion satisfies
M{(zo) 1

lg%

(2) n 1 = [Pk - w0 <€
k=n

where 3 = (Lﬂ)l/e'

A suitable M may be computed from Mignotte bounds on the roots of univariate polynomials [7].
Similar bounds are used in other parts of the algorithm that require numerical values for roots of
polynomials.

3. Efficiency issues

3.1. Global monodromy and choice of the path. Since we can obtain the local monodromy in
any critical point simply by looking at the Puiseux expansions, all we need to compute the global
monodromy is to express the local monodromies using the same base point. The complexity of the
computation depends on the path we choose to do this connection.

First, we can bound the total number of continuation steps as follows. Suppose the base point
a is given. Compute a minimal spanning tree for the usual Euclidean distance of the set formed
by a and the critical points. Use the critical points and the middles of the edges as expansion
points, and put one connection point near each end of each edge (figure 2). From the definition
of the tree, expansions above the middle of an edge are convergent up to its ends, so this is
sufficient for continuation along the edge. Continuation along several successive edges is performed
by “sidestepping” the vertices as mentioned in §2.2. Now the monodromy matrix around ¢ w.r.t.
the common basepoint a is the conjugate of that w.r.t. a connection point e lying near ¢ by the
matrix connecting the fibers 77!(a) and 7~!(e)—which we obtain by analytic continuation along
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FIGURE 2. Choice of the path along which to perform analytic continuation.
Disks @ are expansion points, squares B are connection points, dotted circles are
convergence circles of Puiseux expansions. In bold, the path giving the local mon-
odromy around c; with basepoint a.

the path from a to e in the spanning tree. Thus, if p < D? (where D is the total degree of F) is the
number of critical points, 2p + 1 expansions and 2p evaluations are enough to compute the global
monodromy.

However, it turns out that minimizing the number of steps is not the best way to go. Indeed,
bigger steps and steps reaching near singularities require high truncation orders. To decrease the
sum of truncation orders along the path, we keep @ away from 1 in Proposition 1, introducing
additional steps (along the edges of the tree) as needed. Experiments show that setting 5 = 1/2
is a good compromise. Enforcing this value, Equation (2) becomes n > 1g(M/e), and we get the
following theorem.

Theorem 2. Let p be the number of critical points of equation (1); and let Luin, Lmas be the
smallest, resp. the largest distance between two of them. There is an algorithm that computes the
monodromy defined by (1) using O(plg(Lmaz/Lmin)) €xpansion and connection points, all expansion
orders being bounded by 1g(M /€), with the notations of Proposition 1.

Note that M and e depend on the behaviour of y(x) in each expansion point.

3.2. Towards an efficient algorithm for Puiseux series computation. The main cost of the
algorithm outlined above comes from the manipulation of Puiseux expansions above critical points.
The Newton-Puiseux algorithm and its variant mentioned above compute them by performing
changes of variable in the algebraic equation, guided by the form of the so-called Newton polygon
of the equation, until they manage to reduce the expansion to the regular case. In order not to
“miss” the multiplicities of roots of polynomials that determine the ramification type, one uses exact
arithmetic on algebraic numbers. This is slow, due to the growth of the coefficients and the degrees
of algebraic extensions involved. Even the numerical evaluation to connect fibers is costly, because



large cancellations can occur. However, the speaker does not wish to give up expansions above
singularities: not only do they provide the local monodromy and a way to sidestep critical points,
but they also give useful information for error control in other parts of the effective Abel-Jacobi
theorem.

To overcome this, he suggests a hybrid numeric-modular algorithm. The idea is to compute
the coefficients of the expansion numerically, while performing in parallel an exact computation
modulo some suitable prime. Indeed, only the Newton polygons and the multiplicities of roots
of characteristic polynomials defined by their edges really need to be exact: in other words, if all
Newton polygons appearing in the course of the Newton-Puiseux algorithm are known, then it is
possible to compute expansions with approximate coefficients but correct ramification by numerical
methods. The difficult part is to ensure that the structure of the modular computation correctly
mirrors that of the complex one. Work is in progress to devise an algorithm that outputs a “good”
prime for which no degeneracy happens (at least with high probability), and to control the accuracy
of the numerical part of the algorithm. A prototype heuristic implementation of these ideas in Maple
already gives unexpectedly good results.

Other questions currently under investigation include understanding more precisely the good
performance of the numeric-modular strategy and studying the complexity of the overall algorithm.
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Abstract

For purposes of numerical implementation of mathematical functions, one is interested in
finding low degree polynomials with floating-point coefficients approximating a given func-
tion to a certain precision. The basic idea of the method presented here is to look for a
constrained approximant interpolating the target function at the same points as the Cheby-
shev polynomial of given degree; which reduces to solving the shortest vector problem in
a lattice. This method is simple, fast, flexible, and although heuristic, it usually gives so-
lutions very close to the actual optimum. This is joint work with Serge Torres, and part
of the speaker’s PhD research, conducted under the direction of Nicolas Brisebarre and
Jean-Michel Muller.

The general framework of this work—and the research subject of the Arenaire project—is the
problem of certified numerical computation with mathematical functions. This includes hardware
(“FPU”), fixed-precision software (“libm”) and arbitrary precision software (“bigfloat”) imple-
mentation of elementary functions as well as correct rounding for more complex operators, such as
linear algebra operations. In all these cases, to implement a function f with inexact arithmetic,
one may replace it by a simpler function f—here stmple means easier to evaluate—, which in turn
is computed using the available primitives, controlling the round-off error.

Here we are concerned with the choice of f in the case where f is a real function we wish to
evaluate in a fixed precision floating-point format using additions and multiplications. So we let
f:a,b] = R (with —0o < a < b < 00) be a continuous real function, and we seek to approximate
f by a polynomial f. (If the domain of the function we’re trying to implement is too large, we
may split it or use various range reduction technique to obtain a “small enough” segment.) Many
usual functions come by definition with natural simple approximations, such as truncated Taylor
series for analytic functions. However, they are usually inefficient: for instance, one needs 7 terms
of the Taylor expansion of exp(1/2 + t) to approximate exp on [—1,2] with (absolute) error not
exceeding 0.01, while there exists a polynomial of degree 4 achieving the same accuracy. So it is
natural to look for polynomials of minimal degrees providing an approximation of a function to a
given precision. We focus on absolute error; however, most of what follows adapts to the case of
relative error.

Definition 1. Let f : [a,b] — R be a continuous function and let n € N. A polynomial f € R[z]
of degree < m minimizing the maximum absolute error

If = flloo = sup |f(2) = f(2)].

z€la,b]



2

is called a minimax polynomial (or a best approximation polynomial in the sense of Chebyshev) of
degree n of f .

Polynomial approximation has been studied from the mathematical point of view since the 19th
century. The basic result about minimax approximants is the classical theorem of Chebyshev.

Theorem 1. A continuous function f : [aN, b] — R has a unique minimazx polynomial. This poly-
nomial can be characterised as the unique f € R[x] of degree < n such that there exists ¢ = £1 and
n+ 2 points xg < - -+ < Tpy1 satisfying

Vi, flx;) = fx5) = (1)) f = flloo-

In words, a polynomial f is the minimaz polynomial of degree n of f if and only if the error function
f — f reaches is maximal absolute value n + 2 times, with alternating signs.

E. Rémes [9] gave an algorithm to compute (arbitrarily good approximations of) the minimax
polynomial with quadratic convergence. But this is not the end of the story. Indeed, what we
are interested in is approximation by polynomial with floating-point coefficients. Recall a (binary,
fixed-precision) floating-point number is a number of the form m - 2¢, where the mantissa m is
an integer with a fixed number t of bits. Usually the exponent e is also constrained to lie in a
certain range, but we will ignore that here. The IEEE 754 standard defines several widely used
floating-point formats, including “single precision” (¢ = 24) and “double precision” (¢ = 53). So
our true problem is the following.

Problem 1. Given the function f, a degree bound n and a mantissa size t (and maybe a base b, if
we wish to consider floating-point numbers is bases other than 2), find a polynomial f € 2~ °7[x]
of degree < n, with floating-point coefficients of the specified format, minimizing ||f — f]|co-

Notice that unicity is no more ensured. The naive approach of rounding each coefficient of the
real minimax polynomial to obtain a floating-point polynomial may yield poor results.

Ezample. Take f :[0,1] — R,z — lg(1 + 27%) and look for a polynomial approximation of degree
< 6 with single-precision coefficients. Then the real minimax corresponds to an error of 8.3- 10710,
Rounding each of its coefficients to the nearest single-precision IEEE floating-point number gives an
error of 119-10719, while the optimal polynomial approximation in this format achieves 10.06-10719.

Similar issues have already been tackled by D. Kodek [7] in the context of signal processing, but
his approach is limited to small mantissas (typically ¢t < 10) and low degree (n < 20) polynomials.
W. Kahan also claims to have an efficient method; however his work is not available.

The first general method for determining the optimal floating-point minimax polynomial is due
to N. Brisebarre, J.-M. Muller and A. Tisserand [3]. Their idea is the following: when looking for a

polynomial of degree n, first guess the exponents ey, ..., e, of the coefficients and an approximate
value € of | f — f|lco- Then let f(x) = mq -2 +- - - +m,, - 2°»2™ and search for (my, ..., m,) € Z"*
minimizing || f — f|lcc under the additional constraints

(1) —e < f(x;) — f(z) <€ for “many”

using P. Feautrier’s integer linear programming tool PIP [4]. Repeat until the guesses are correct.

This method provides certified results and is flexible, in the sense that it allows to find minimax
polynomials with various additional constraints. However, it runs in exponential time, and it is
quite sensitive to the choice of € and the z;: if € is underestimated, there will be no solution, but if
it is too much overestimated, the search time becomes unacceptable. The new method presented
here is a fast (polynomial time) heuristic that aimed to provide good starting points in order to
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speed up the method of Brisebarre et al. Actually the polynomial it gives turned out to be better
than expected, and often good enough to be used directly.

We make the same simplification as above, namely to suppose the values of the exponents have
been guessed. Starting from the exponents of the rounded real minimax is usually a good choice. So
the setting is the same as above, excepted that we replace the (1) by a “approximate interpolation
constraints” for n 4+ 1 points xq, ..., ZTy:

f(xo) 2% 2 f (o)
2) o | e | =]
f(xn) 2¢0 25n$2 f(xn)

This “discretisation” step is what makes the rigorous analysis of the method difficult (and the
reason we call it heuristic). Let b; = (2%x(,...,2%%},) and f = (f(xo),..., f(zn)). Equation (2)
rewrites as

(3) mobg + ... mpb, =~ f

which can be understood as: find the vector closest to f in the lattice Zbg + ...Zb,, € R**1. Let
us recall the classical closest lattice vector problem (CVP).

Problem 2. Let I' C R™ be a lattice (that is, a discrete subgroup) of rank k < n, and let ||-|| be a
norm on R™. Given a basis (bo, ..., bg) of ' and a vector x € R™, find y* € T minimizing ||y* —z||.

The Euclidean CVP is known to be NP-hard to solve exactly [10] or even within a subpolynomial
(in n) factor, and not NP-hard to approximate to a factor \/n/logn [5], still no algorithm is known
that gives a polynomial approximation factor. On the practical side, it can be solved exactly using
a (super-exponential) algorithm due to Kannan [6], but building on the celebrated LLL lattice
reduction algorithm [8], Babai [1] gave a polynomial algorithm that finds a lattice vector y “pretty
close” to a given x, namely such that ||y — x| < 2%/2||y* — z||2. This is the algorithm we use. This
exponential approximation factor may seem large, but (as does LLL) Babai’s algorithm usually
gives better results as one would expect looking at the bound.

The choice of the norm implied by the ~ sign in Equation (3) is somewhat arbitrary. What we
really want is a uniform approximation; however, choosing the Euclidean norm allows us to use
Babai’s algorithm, and this is what we do. (If necessary, we may refine the result by looking for a
closer vector w.r.t. ||-||cc among those we get if we perturb the y we found by a linear combination
with small coefficients of the “pretty short” vectors of the LLIL-reduced basis of T'.)

So the algorithm is as follows. We are given the function f, a degree n and a floating-point
precision ¢, and we are looking for a floating-point polynomial f (with this degree and this precision)
close to f. We first compute (an approximation of) the real minimax f* = af+- - -+a};z"™ by Rémes’
algorithm. This gives us a first guess ¢; = 1 — t + |lg|af|| for the values of the exponents of f.
The critical step is to choose the interpolation points x; in order to avoid Runge’s phenomenon.
According to the intuition that f will be close to f*, and in view of Theorem 1, we use the n + 1
points x such that f*(x) = f(z). We finally solve the closest vector problem 3 by Babai’s algorithm
as explained above. Of course, the guessed exponents may not be optimal. So we use the following
heuristic: if one of the computed coefficients a; has a mantissa m; that doesn’t fit on ¢ bits (which
suggests our choice of exponents was wrong), we repeat the process after shifting e; by |lgm;| (that
is, replacing ast by a; in the formula used to guess the exponents) to take into account the order of
magnitude of a;. There is no proof that this converges; but it did after only two or three iterations
on all the examples the speaker tried, even when the initial exponents were far off.
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In practice, the running time of the algorithm is essentially that of Rémes’ algorithm (which is
called only once even if one wishes, say, to try several floating-point formats).

FEzample. Finally let us look at an example that shows how the above method can be tweaked to solve more complex
cases with additional constraints. John Harrison (Intel) asked the speaker’s team for a degree 9 polynomial approx-
imating f(z) = (2° — 1)/ for € [~1/16,1/16] to a precision ¢ < 27™* ~ 5.30- 10723, The coefficients were to
be extended double precision (¢t = 64), except for the constant one, which was to be searched for as the sum of two
“extended doubles”.

Rémes’ algorithm gives || f& — flloo < 40.1-1072% and ||f5 — flloo < 0.08 - 1072 for the minimax polynomials of
degree 8 and 9 respectively, so degree 9 should indeed be a good choice for the target precision. It also provides
interpolation points (Figure (a)). Applying the strategy above unchanged, we get f s.t. ||f — fleo < 5.32-1072: so
the challenge was well chosen! (In comparison, rounding f§ gives || fiq — floo = 40.35-10723.) But look at Figure (b):
f does not respect the interpolation constraint! Indeed, we observe that the slope of f in 0 is very constrained —
a good polynomial f should satisfy a; ~ (Ig2)?/2. To take this into account, we look for § = by + bex?® + ... boa°
approximating g(x) = f(x) — aiz. Adapting our strategy to enforce g1 = 0, we finally get ||§ — glloo < 4.45 - 10723,

Although it worked on the last example above, Rémes’ algorithm is not sufficient in general to
compute real constrained minimax polynomials (such as g* here), so a better algorithm is needed
to generalize their use. Work is also in progress to extend the method exposed here to other types
of approximants, such as rational polynomials and sums of cosines.
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